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O istej cyklickej biracionalnej koreSpondencii v P"(k)

Jan CiZzmar

Abstrakt

V ¢lanku je opisand biraciondlna cyklicka
koreSpondencia T v n-rozmernom projektiv-
nom priestore P"(k) (n > 2) nad algebricky
uzavretym polom k charakteristiky 0, ktora
je definovana nasledovne: v priestore P" je
dana regularna nadkvadrika Q abod O,
ktory s nadkvadrikou neinciduje. S l'ubovol*-
nym bodom (y) € P"(k) koresponduje kazdy
bod (y") e P"(k), ktory ma4 tieto vlastnosti:
a) Body O, (y), (y") st kolinearne; b) Ak
'), (r) s prieseéniky priamky O(y) s nad-
kvadrikou Q, dvojpomer ((:r)Cr)(y)(y)) =
kde ¢ je primitivny m-ty koreit z 1 (m > 3).
St ndjdené tieto mnoziny prislusné ku
koreSpondencii: a) fundamentalna varieta;
b) mnozina vsetkych iregularnych bodov;
€) mnozina vSetkych biregularnych bodov;
d) homaloidny systém a jeho vlastnosti,
e) Struktarne vlastnosti asociovaného zobra-
zenia.

Kracové slova: n-rozmerny projektivny
priestor P "(k), regularna nadkvadrika,
biracionalna koreSpondencia, fundamentéalna
varieta, mnozina iregularnych bodov,
mnoZina biregularnych bodov, racionalne
zobrazenie, inverzné zobrazenie, systém
homaloidov, Struktirne vlastnosti objektov
zdruzenych s koreSpondenciou

1 Uvod

Abstract

In this paper a birational cyclic correspon-
dence T is described in an n-dimensional
projective space P"(k) (n > 2) over an
algebraically closed field k of characteristic
0. The correspondence T is described as
follows: in the space P"(k) a non-incident
point Oand aregular hyperquadric are
given. A point (y) € P"(k) corresponds to
an arbitrary point (y) e P"(k) if: a) points
0, (y), (") are collinear; b) if (*r), (r) are
intersection points of the straight line O(y)
with the hyperquadric Q, then the cross-
ratio ((‘NCNY)(y)) =, & being the
primitive m"™ root of 1 (m>3). The
following sets are found: a) fundamental
variety; b) set of all irregular points;
c) set of all biregular  points;
d) homaloidal system and its properties;
e) structural properties of the associated
map.

Key words: n-dimensional projective
space P "(k), regular hyperquadric,
birational correspondence, fundamental
variety, set of irregular points, set of
biregular points, rational map, inverse map,
hyperquadric, homaloidal system, structural
properties of objects associated with the
correspondence

V praci [4] je opisana kvadratickd biracionalna kore$pondencia v priestore P"(K), v ktorej si
koresponduju dvojice bodov (), (y") tychto vlastnosti: Je dana regularna nadkvadrika Q a bod
O, ktory s fiou neinciduje. Ak body (‘r), (3r) st priese¢niky priamky O(y) s nadkvadrikou Q,
dvojpomer ((r)Cr)(y)(y)) = A, kde 1 # 0, 1, —1. Sa vyrieSené vietky Standardné alohy
obvyklé pri biraciondlnych koreSpondenciach. S koreSpondenciou je asociované raciondlne
zobrazenie f , ktoré je biregularne na istej podmnozine U priestoru, otvorenej v Zariského
topologii. To umoziuje opakovane aplikovat’ na vsetky body mnoziny U zobrazenie f aj
zobrazenie knemu inverzné. Tato moznost' nie je v praci [4] preskimana, ¢im zostal
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Jan Cizmar

opomenuty potencialny problém Struktirnych vlastnosti mnoziny vSetkych takychto
kone¢nych opakovani (,,mocnin®).

V tejto praci sa skima zdanlivo identicka situacia s jedinou odlisnost'ou, ze tlohu konstanty A
prebera primitivna m-td& odmocnina £ (m > 3) z ¢isla 1. Tento na prvy pohl'ad nepodstatny
rozdiel ma podstatne odlisné dosledky na algebricku Struktaru vsetkych mocnin zobrazenia f.

2 Definicia koreSpondencie, asociované racionalne zobrazenie, zakladné
vlastnosti koreSpondencie a zobrazenia

2.1 Pripravné pojmy a vysledky
n-rozmerny projektivny priestor P"(k) (n > 2) nad algebricky uzavretym polom

k charakteristiky 0 m4 v d’alSom texte skratené oznacenie P". Nech je v tomto priestore dana
pevna homogénna projektivna ststava stiradnic S". Nech Q je regularna nadkvadrika priestoru
P ", ktorej rovnica v sustave stiradnic S" ma tvar

Q: Q(Y)=Zzaijyiyj =0, (1)
i=0 j=0
kde ajj = & pre vsetky i, j =0, 1, ..., n, i #]J; aje kK; A=la #0; y;, 1 =0, 1, ..., n, st
homogénne nezname.

Nech vrchol Og = (2o, 0, ..., 0), Zo # 0, sustavy stiradnic S" neinciduje s nadkvadrikou Q; to je
ekvivalentné s vlastnostou Q(Op) = azo # 0, z ¢oho vyplyva ag # 0. Ozna¢me: Oy = O.
Regularnu kvadraticku formu s (n + 1) algebricky nezévislymi neurcitymi To, Ty, ..., Tn
prislusni k Tavej strane rovnice (1) oznaéme Q(To, T1, ..., Tn) = Q(T). Dalej oznaéme

10Q(T) -
q,(T) = 2 ot JZ;‘aU ;o i=01..,n. )

Polarna nadrovina @ bodu O vzhl'adom na nadkvadriku Q ma rovnicu

Go(y) =0 (3)

V biracionalnej koreSpondencii, ktord bude skimand, budia hrat vyznamnua tlohu priamky
trsu priamok, ktorého stredom (vrcholom) je bod O.

Ak py =0(u), (u) = (uo, U, ..., Up) = O, je priamka trsu a (X) = (Xo, X1, ..., Xn) je 'ubovolny bod
priamky p,, parametrické vyjadrenie vSetkych bodov (x) € p, pomocou zakladnych bodov
O, (u) ma tvar

(x)=t,0+1,(u) , (4)

(to, t1) # (0, 0); to, t1 € k; vyjadrenie pomocou suradnic ma tvar

Xg = tozo +t1UO

4
X, = t,u “)

6 G - slovensky ¢asopis pre geometriu a grafiku, rocnik 13 (2016), Cislo 25, s. 5 - 16



O istej cyklickej biracionalnej koreSpondencii v P"(k)

2.2 Zakladné pojmy koreSpondencie
Nech T je korespondencia v priestore P ", ktora je definované nasledovne.
Definicia 2.1. Hovorime, Ze body u)=(uy,u,...uu,), @U)=(ui,u,..,ul) si
zodpovedaji (korespondujit) v koreSpondencii T prave vtedy, ked’
a) body O, (u), (u) sukolinearne;
b) 1) body (u), (u) sardzne a s usporiadanou dvojicou priesecnikov (*r), (3r) priamky
p. = O(u) s nadkvadrikou Q uréuji dvojpomer ((r)Cr)(u)(u’)) = &, kde ¢ je m-ta
primitivna odmocnina 1, alebo
2) bod (u) = (u), ked bod (u) je dotykovym bodom doty¢nice p, zbodu O ku
nadkvadrike Q.

Poznamka 2.1. Zdanlivo problematické je stanovenie poradia prieseénikov priamky p, S nad-
kvadrikou Q v pripade, ked” priamka p, je se¢nicou nadkvadriky. Pri vypocte dvojic
parametrov prieseénikov (*r), (’r) priamky p. snadkvadrikou Q sa ukéaze, Ze obvyklé
Standardné poradie prvych zloziek dvojic parametrov ako korenov istej kvadratickej rovnice
urcuje poradie prieseénikov jednoznaéne. (Pozri (7) v praci [4].)

Definicia 3.1 dava konstrukény navod na najdenie vSetkych bodov (1) koreSpondujicich
s bodom (u). (Podrobnosti st uvedené v praci [4].)

Veta 2.1. Korespondenciou T je uréené racionalne zobrazenie f: P" — P ™.

Poznamka 2.2. Racionalne zobrazenie f sa nazyva zobrazenim asociovanym s kore$ponden-
ciouT.

Dokaz vety 2.1 je zhodny s dokazom vety 2.1 v praci [4] S tym rozdielom, Ze konStanta A
Z prace [4] je zamenena konStantou ¢. To znamena:

Sbodom (u) € P", ktory

a) je rozny od bodu O,

b) nie je bodom nadkvadriky Q,

¢) nie je bodom polarnej nadroviny @ bodu O vzhl'adom na nadkvadriku Q,

koresponduje kazdy bod (1) € P", ktory ma suradnice

U =2t (=R +{[0- )6 )] -+ Do) -2 QW) Jju | ©)

pU = aoozg{[(l—g)qo(u)]—[(5+l)\/[q0(u)]2 —aOOQ(u)}ui, i=1 .0 pek, p=0.

Rovnice (5) ukazuju, ze vSetky suradnice kazdého bodu (u’) koreSpondujiceho
v koreSpondencii T s bodom (u) — pokial’ bod (u") vobec existuje — st algebrické kvadratické
vyrazy v suradniciach bodu (u). Tento vzt'ah odovodiuje nasledovnu vetu.

Veta 2.2. Zobrazenie f je racionalne zobrazenie stupna 2.
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Prienikom nadroviny o s nadkvadrikou Q je (n — 2)-rozmerna nadkvadrika Q2 definovana
sustavou rovnic

Q(y) =0
g, =0.

Analyza rovnic (5) zobrazenia f rozSiruje definicni oblast’ zobrazenia; vyjadruje to
nasledovny dosledok vety 2.2.

(6)

Désledok 2.1. Racionalne zobrazenie f je definované aj vo vSetkych bodoch mnoziny
w\ Q2
2.3 Inverzné zobrazenie

Lema 2.1. Nech (@)= (ao’ a1) , (B)= (bo1 bl)’ (c)= (C01 Cl) , (d)= (d07 dl) , (h)= (h0’ hl) je
pat’ po dvojiciach roznych kolinearnych bodov danych parametrickym vyjadrenim v lokalne;j
sustave stradnic na priamke, s ktorou inciduju.

a) Ak dvojpomer ((a)(b)(c)(d)) = , tak ((a)(b)(d)(c)) = 1/x.
b) Ak ((@)(b)(c)(d)) = « a((@)(b)(d)(h) = v, tak ((@)(0)(c)(h)) = uv.
Teda: ((a)(b)(c)(d)).((@)(b)(d)()) = ((@)(b)(c)(h)).

Platnost’ vzt'ahov a) a b) si pozorny ¢itatel’ overi sam beruc do uvahy definiciu dvojpomeru.

Taktiez si mozno jednoduchym vypoétom overit’, ze pre $tvoricu kolinearnych bodov (a), (b),
(c), (d), kde (a) # (b) # (c) # (a) a (a) # (d) # (b), plati ((a)(b)(c)(d)) =1 prave vtedy, ked’
(c) = (d).

Veta 2.3. K raciondlnemu zobrazeniu f existuje inverzné raciondlne zobrazenie f™.
Dokaz vety je opakovanim dokazu vety 2.3 prace [4] po zdmene konsStanty 4 konStantou e.

Analogicky sa dostavaju rovnice inverzného zobrazenia f 7, &o vyjadruje nasledovna veta.
, . 1. . , . v
Veta 2.4. Inverzné zobrazenie f ~ je racionalne zobrazenie stupna 2.

Déokaz. Ak (1) € f(u) a (u) = f *(u"), homogénne suradnice bodov (u), (U) su zviazané
okrem rovnic (5) rovnicami

oty =~ i (o -DQ) +{[a- D]+ DT a2 i | o

pu == aoozg{[(l_ £)0, (U] - [(e +1)y/[o, () - aooQ(U’)}}U’i ,i=1..,n pek, p=0.
&

Rovnice (7) potvrdzuji, Ze zobrazenie f  inverzné k zobrazeniu f je racionalne zobrazenie
stupna 2.

Nech Uje definiénd oblast zobrazenia f , U’ defini¢na oblast’ zobrazenia f . Dvojice
((u), f(u)) a(f *w"), (")) pre (U), (u) € U N U’ sa dvojicami koreSpondujicich bodov
vdvojici  (f, f') navzdjom inverznych raciondlnych  zobrazeni  asociovanych
s korespondenciou T. Tento fakt je dovodom na pomenovanie koreSpondencie T nazvom
biracionalna korespondencia.

8 G - slovensky ¢asopis pre geometriu a grafiku, rocnik 13 (2016), Cislo 25, s. 5 - 16



O istej cyklickej biracionalnej koreSpondencii v P"(k)

2.4 Fundamentalna varieta; mnozina iregularnych bodov; mnozina biregularnych
bodov

Zakladné pojmy a vlastnosti tykajice sa variety fundamentalnych bodov st uvedené v cCasti
2.4 prace [4].

Veta 2.5. Fundamentéalnou varietou koreSpondencie T je reducibilnd zmieSana
(n — 2)-rozmerna varieta F, ktorej komponentmi st

1) bod O;
2) kvadratickd (n — 2)-rozmerna varieta Q"?, ktor4 je prienikom nadkvadriky Q s polér-
nou nadrovinou @ bodu O vzhl'adom na nadkvadriku Q.

Dékaz. Stradnice vietkych fundamentalnych bodov kore$pondencie T spiiiajii rovnice

@S—DQQO+ﬂa—”q“yﬂ‘B5+DJMJWF—amQ@{”%):o
(8

e[+ 0aWF -2 by <0, i=L..n.

Analyzou rovnic (8) sa ukazuje, Ze mnozinou vsetkych bodov, ktorych stradnice vyhovuja
tymto rovniciam, je prave bod O a vSetky body variety Q™2 (Detaily dokazu kopiruju dokaz
vety 2.5 v praci [4].)

Teda: F=0 U Q"2
Poznamka 2.3. Kazdy bod fundamentalnej variety F je jednoduchym bodom tejto variety.

Dokaz tejto vlastnosti je zhodny s dokazom analogickej vlastnosti fundamentéalnej variety
V praci [4].

MnoZina iregularnych bodov koreSpondencie

Ako je zname, mnozina vsetkych ireguldarnych bodov J koreSpondencie T je vzorom funda-
mentalnej variety F zobrazenia f, teda J = f *(F). Mnozina J nemusi byt’ uzavreta v Zariského
topoldgii priestoru P", pretoZe racionalne zobrazenie nie je vo vieobecnosti uzavreté.

Lema 2.2. Pre kazdy bod (m) eQ"™? je priamka pm=0O(m) doty¢nicou nadkvadriky Q
v bode (m).
Dékaz pozri v [5], str. 21.

Invariantnym bodom koreSpondencie T sa nazyva kazdy bod (h) € P", ktory je prvkom
mnoziny vsetkych prvkov koreSpondujucich s bodom (h) v koreSpondencii T .

Uvahou zhodnou so skimanim invariantnych bodov v praci [4] sa dospeje k nasledovnému
vysledku.

Veta 2.6. Mnozinou vietkych invariantnych bodov korespondencie T je varieta Q2.

Trivialny je nasledujuci dosledok.

G - slovensky Casopis pre geometriu a grafiku, rocnik 13 (2016), Cislo 25, s. 5 - 16 9
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Désledok 2.2. Dotyénica dn = O(m) (M) € Q™) je priamkou dotykovej nadroviny 7"
nadkvadriky Q v bode (m).

Dotykova nadrovina 7" nadkvadriky Q v bode (m) € Q2 ma rovnicu

ZQi (m)yi =0 9)
i=1
S neznamymi Y,,i=1, .., n.

(Incidenciu kazdého bodu doty¢nice dy, sdotykovou nadrovinou 7" mozno overit
elementarnym vypoctom.)

Dosledok 2.3. Mnozina vsetkych bodov vsetkych doty¢nic nadkvadriky Q incidujicich
s bodom O je kvadratické kuzelova nadplocha K™, ktorej vrcholom je bod O a urdujucou
varietou Q"2

Kuzel'ova nadplocha K™Y mé rovnicu
>q,(yly =0 (10)
sneznamymi y;,1=0,1, .., n.

Lema 2.3. Kazdy bod (w) doty¢nice dy rézny od bodov O a (m) je iregularnym bodom
korespondencie T ; jeho obrazom (w’) = f(w) v racionalnom zobrazeni f je bod (m).

Dékaz. V parametrickom vyjadreni bodov priamky dy so zakladnymi bodmi O, (m) ma
kazdy bod (W) € dy, vyjadrenie

(w)=t,0+t,(m), (t,,t,)=(0,0),
t.j. W, =t,z, +tm, , (11)

W, = tm, i=1..,n.

Sériou vypoctov zhodnych s vypoétami v dokaze lemy 2.3 v praci [4] sa dospieva k vysledku

W) = (@- o)t t,a% zim, o ~ (m)

v dosledku vlastnosti tyt, #0.

Pozniamka 2.4. Ak ozna¢ime mnozinu vSetkych iregularnych bodov priestoru P"
zobrazujucich sa v zobrazeni f na vSetky body variety Q"2 znakom J ,,» mozno obsah lemy
2.3 sformulovat’ takto:

3 =1 Q") =K\ F.

Nech S = {s} oznaluje trs priamok priestoru P" so stredom (vrcholom) O anech plati, ze
B={p} =S\ KD je podmnozina vsetkych priamok trsu S, ktoré nie st priamkami kuzel'ovej
nadplochy K™Y, Vietky priamky podmnoziny B st se¢nicami nadkvadriky Q. Fundamentalny
bod O je spoloénym bodom vsetkych priamok mnoziny B.

10 G - slovensky ¢asopis pre geometriu a grafiku, rocnik 13 (2016), Cislo 25, s. 5 - 16



O istej cyklickej biracionalnej koreSpondencii v P"(k)

Mnozinou J; = f (O) vietkych iregularnych bodov priestoru P" zobrazujucich sa zobrazenim
f na bod O je mnozina vsetkych tych bodov (u) priamok p € B, v ktorych je zobrazenie f
definované a f(u) = O.

Veta 2.7. Mnozinou iregularnych bodov J; koreSpondencie T koreSpondujucich s fundamen-
talnym bodom O je nadkvadrika Q° s rovnicou

2 2
Q% (e+1) axQ(y)-4e[ 6 (y)] =0, (12)
kde vy,,i1=0,1,..,n,stnezname.
Dokaz je zhodny s dokazom vety 2.6 v praci [4].
Mnozinu vsetkych iregularnych bodov J suhrnne charakterizuje nasledujuca veta.
Veta 2.8. Vsetky iregularne body J koreSpondencie T tvoria mnozinu

J=J,03,=(Q° UK\ F,

Désledok 2.4. V3etky biregularne body korespondencie T tvoria mnozinu U =P"\ (J U F).

3 Systém homaloidov

Zakladné definicie a vlastnosti tykajuce sa homaloidov st v potrebnom rozsahu uvedené
v Casti 3 prace [4]. Zakladna informacia o ,,vSeobecnom™ homaloide je obsiahnutd
v nasledujuce;j vete.

Veta 3.1. Nech A je nadrovina priestoru P" rézna od nadroviny @ aneobsahujuca bod
O, dana rovnicou

ﬁ: b0y0+blyl+'“+bnyn =0 (13)

sneznamymi y;,1=0,1, .., n.

Obrazom f(/) nadroviny v racionalnom zobrazeni f je nadkvadrika H” s rovnicou

- Lo by (n(l— £)Q(y) +{(e—1) qo(y)—[(s+1)\/[qo(y)]2 —aOOQ(y)}}yOJ+

=0 (14)
+ 30l -Da]-{ e + 03l T - 20 |

kde y,,1=0,1, ..., n, si nezname.

Dokaz tvrdenia tejto vety je pre inu transformdciu detailne uvedeny v Casti 3 prace [4].

Poznamka 3.1

a) Obe podmienky o polohe nadroviny 8 ku komponentom O a Q™? fundamentélnej variety
F (O ¢ B, Q"2 & /) znamenaji, Ze za n linedrne nezavislych bodov uréujucich nadrovinu
S mozno vybrat’ biregularne body zobrazenia f.
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b) Nasledky negacie podmienok polohy nadroviny £ uvedenych vyssSie by sa mohli sledovat’
v d’alSom vyskume vlastnosti homaloidného systému.

Veta 3.2. Nadkvadrika H” uvedena vo vete 3.1 je ireducibilnd. Obsahuje fundamentalnu
varietu F = O U Q"?. Kazdy bod fundamentalnej variety F je jednoduchym bodom
nadkvadriky H”.

Dokaz vety by bol doslovnym opakovanim dokazu vety 3.2 v ¢asti 3 prace [4].

4 Strukturne vlastnosti racionalneho zobrazenia f asociovaného
S biracionalnou koreSpondenciou

K raciondlnemu zobrazeniu f : P"—P" asociovanému s biracionalnou kore$pondenciou
T cP"xP" prislaicha jednozna¢ne trojica podmnozin F, J, U priestoru P" s tymito
vlastnost’ami:

1. F jevarieta fundamentalnych bodov zobrazenia f
2. J je mnozina vSetkych iregularnych bodov zobrazenia f
3. U je mnozina vSetkych biregularnych bodov zobrazenia f

Principidlne by aj kinverznému zobrazeniu f™*: P" — P" chépanému ako samostatné
zobrazenie patrila analogicka trojica F’, J', U’ s vlatnostami opisanymi v bodoch 1 az 3.
Z rovnic (5) zobrazenia f a rovnic (7) zobrazenia f je zrejmé, ze F" = F, t. j. fundamentélna
varieta F koreSpondencie T je ta istd pre obe zobrazenia f, f1 amnozina vSetkych
biregularnych bodov U je mnozina vsetkych bodov, v ktorych obe zobrazenia su regularne
(t.j. definované) a navzajom inverzné. U je teda mnozina vietkych bodov (u) € P", pre ktoré
existuje jediny obraz f(u) aj jediny obraz f *(u) a f *(f (u)) = f(f *(u)) = (u). To znamena: Pre
kazdy bod (u) € U je f(u) = (1)) € Uaj f(u) = (U”) € U, o znamena, e mnozina U je
uzavretd vzhladom na tvorbu obrazov v zobrazeni f aj vzobrazeni f™: f(U)c< U aj
fH(U) c U.

Jednoduchou uvahou sa dospeje k odovodneniu tvrdeni, Zze f je bijektivne zobrazenie
a f(U) = U. Zobrazenia f af™, ktorych spolonou oblastou definicie i oblastou hodndt je
mnoZina U, mozno chépat’ ako unarne operacie na tejto mnoZine a opakované aplikéacie tychto
zobrazeni nazvat’ mocninami. St zavedené nasledujicou definiciou.

Definicia 4.1. Nech f je zobrazenie asociované s biracionalnou kore$pondenciou T a f ™
zobrazenie inverzné so zobrazenim f. Mocniny f®, (f Y% pre vietky nezaporné &isla k sa
definuju takto:

L1 f®:=f
2. f6 D = 10 k=12, ...
1. f:=f"1
2. fD=¢1 0 k=12 ..
. f©@:=f* £ =f f1=11jeidentické zobrazenie na mnozine U.

Oznacenia mozno zjednotit’ a vynechanim zatvoriek zjednodusit’ takto:

f© = ° pre vietky celé &isla s (s € Z); f° sa nazyva s-tou mocninou zobrazenia f .
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Ozna¢me: {f°}s .z =: #. Na mnoZine ¥ je prirodzenym spdsobom zavedena binarna operéacia
r ’ v 7 v ’ -1 ;s ’
, dana skladanim koneéného poctu zobrazeni f af ™~ podla definicie 4.1 mocnin.

Plati: f'o f3=f™° prekazdé s, t e Z.

Veta 4.1. Struktura F = (F, o ) je komutativna grupa.

Dékaz vyplyva trividlne z vlastnosti zobrazeni f, f * a definicie 4.1.

Vysledok aplikicie mocniny f ° zobrazenia f na lubovolny biregularny bod (u) zistime
nasledovnou uvahou.

Pre Tubovolny bod (u) € Uje priamka p,=O(u) se¢nicou nadkvadriky Q a prienik
pu N Q = ={(*r), (%r)} je dvojica roznych bodov. Ozna¢me f(u) = (u’) = : u®). Podra vol'by
bodu (u) su body (u), (U®) rozne a dvojpomer ((1r)(2r2(u)(u(1))) = ¢. Opakovanou aplikaciou
zobrazenia f na bod (uY) (ak s > 1) dostanu sa body (u'?), ...; oznadme f5(u) = : (u®).

Veta 4.2. Dvojpomer ((*r)(r)(u)(u®)) = & .
Dékaz vety vyplyva z lemy 2.1 v praci [4] a jej rozsirenia uplnou indukciou na l'ubovolné
celé ¢islo s.

Lema 4.1. AK ¢ je m-ta primitivna odmocnina z 1 (m > 2) v poli k, mnozina {e, £, ....e",

¢" = 1} je mnozinou vsetkych po dvojiciach roznych m-tych odmocnin (koretiov) z 1, ktoré
vzhl'adom na operaciu nasobenia v poli k tvoria komutativnu grupu.

Dokaz sa nachadza napr. v [6], S. 153 — 154.
Uvedena grupa je konecnou cyklickou grupou radu m generovanou prvkom ¢. Ozna¢me ju I

Niektoré dolezité vlastnosti grupy /:

1. Navzajom inverznymi prvkami grupy I” st kazdé dva prvky &', ¢! kde i +j=m.

2. 5. ¢'=¢", kdeh=(s+1t) (mod m);s,t € Z;h {1, 2, ..., m}.

Z lemy 4.1 vyplyva niekol’ko dolezitych dosledkov pre grupu F a jej akciu na mnozine U.

Veta 4.3. Pre kazdy bod (u) € U mnozina {f°(u)}scz obsahuje prave m po dvojiciach réznych
prvkov.

Dokaz. Tato mnozina je utvorena prave bodmi (u(i)), i =1, ..., m ktoré maju vlastnost’:
(DCEHWUY) =¢',i=1,2 ..,m Prei=mje e =1, teda (*r)(%r)(u)u™)) = 1, o nastava
prave vtedy, ked’ (u) = (u™).

Désledok 4.1. Grupa F je konec¢na cyklicka grupa radu m, generovana prvkom f .

Prvkami grupy F su mocniny f, f2 .., f™ = | (identické zobrazenie na U). Jedinym
generatorom grupy je zobrazenie f . Pre l'ubovolny prvok f° € #plati: f°=f* kde s =s
(mod m), s’e {1, ..., m}.
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Pre kazdy bod (u) € Umozno v mnozine bodov U = (U, W™, W™y zaviest
operdciu o predpisom: UP)ou®) = : ™), kde i, j € {1, ..., m}a h = (i + j) (mod m).
Oznaéme: I, = (U, o).

Daésledok 4.2. Struktira I, je konecna cyklickd grupa radu m generovana prvkom (u®) = f(u).

Désledok 4.3. Ak (u) € U a py = O(u), pre kazdy biregularny bod (w) € py je orbita prvku (w)
utvorena akciou grupy F vzhladom na jej operaciu o konecnou cyklickou grupou radu m
generovanou prvkom f(w).

Definicia 4.2. Bijektivna transformacia g mnoziny V, pre ktora g™ = ly  (identick4
transformécia na mnozine V), sa nazyva cyklickou transforméciou radu m mnoziny V.

Pre m = 2 sa cyklicka transformacia nazyva involuciou.

Veta 4.4. Zobrazenie f : U — U asociované s biracionalnou koreSpondenciou T je cyklickou
transformaciou radu m na mnozine U.

5 Niekol’ko poznamok k Struktirnym vlastnostiam asociovaného
zobrazenia v praci [4]

V ¢lanku [4] je definovana biracionalna koreSpondencia T zhodnym sposobom ako v tomto
¢lanku definiciou 2.1 s tym rozdielom, Ze obraz (u”) = f (u) bodu (u) v racionalnom zobrazeni
f asociovanom s koreSpondenciou T (ak obraz existuje) urcuje sbodmi (*r), (r), (u)
(rovnakého vyznamu ako v tomto &lanku) dvojpomer hodnoty 4 = ((*r)(r)(u)(u")) , kde 4 # 0,
1, — 1. Aby tento pripad koreSpondencie bol rozny od pripadu skimaného v tomto ¢lanku, je
potrebné doplnit’ podmienku A # &, kde ¢ je primitivna m-ta odmocnina (koren) z 1 pre kazdé
prirodzené ¢islo m > 3. (Pripad A =— 1 bol preskiimany v ¢lanku [7]; je to pripad koreSpon-
dencie, ktorej asociované raciondlne zobrazenie je involuciou.)

Za uvedenych podmienok je definiciou 4.1. uréeny aj systém vsetkych mocnin &= {f °}s.;
zobrazenia f a pre operaciu  ich kompozicie plati veta 4.1. Plati taktiez veta 4.2 so zdmenou
konStanty & konStantou 4. Prvym podstatnym ddsledkom rozdielnych vlastnosti konstant 4 a ¢
je nasledujtca veta, ktora je pendantom vety 4.3.

Veta (4.3)". Pre kazdy bod (u) € U je mnozina {f°(u)}scz nekoneéna.

Veta vyplyva z vlastnosti mocnin prvku 4: ) pre kazdu dvojicu roznych celych ¢isel |, j.

Pretoze (1) = (%) a () = (WD), (CNENWUT) =2 & (NENED) =2, e (1) # WO)
teda f'(u) # f'(u).

Rovnako je zrejmy aj nasledovny dosledok.

Désledok (4.1)". Grupa F = (F, o) je nekoneéna cyklicka komutativna grupa generovana
prvkom f.

Ak U= {(uUM}icz @ o je bindrna operéacia na U definovana predpisom (u®) o (U9) = (™) pre
kazdu dvojicu (i, J) € Z x Z, vznika $truktara I, : = (U, o ).
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D(z)s)ledok (4.2)". I, je nekonetnda komutativna cyklickd grupa generovana prvkom
u™) =f (u).

Dosledok (4.3)". Pre kazdé dva rozne biregularne body (u), (w) su grupy 7 , I izomorfné
a ich bodové mnoziny U, W sa bud’ rovnaju, alebo su disjunktné.

Dékaz. Pre vzajomnu polohu priamok p, = O(u), pw = O(W) st dve moznosti.

a) Body O, (u), (w) st kolinearne; z toho vyplyva p, = pyw @ bodové mnoziny U, W grup [,
I, su simiestne a ekvivalentné, lebo obe maju tu istu kardinalitu xo.

1) AK U "W # &, existujl'l i,jezZ tak, ze (UD) =W, t. j. ((DEHWUD) =4,

(N Cw)wP) = A1 Nech ((r)¢ r)(u)(W)) =u . Pretoze (u) # (W) (podla predpokladu), je
u# 1. Potom w7 = ((* r)( r)(U)(W)) ('r)( If)(W)(W(”)) = (( r)( nNWw?)) podra lemy 2.1
prace [4]. Pretoze (WP)=@u®), je wal= (( 2( r)(u)s M =A", odkial x=17. Teda
(1) r)(u)(w)) = 2. Na druhej strane 27 = ((r)Er)(u)ut)). Pretoze usporiadanou trojicou
vhodnych bodov (kolinearnych a po dvojiciach réznych) a predpisanou hodnotou dvojpomeru
je Stvrty bod usporiadanej Stvorice s tymto dvojpomerom _]ednoznacneurceny,platl (w) = (u(' ')).
Teda bod (W) je prvkom mnoziny U a vietky jeho obrazy f'(w) st prvkami tak mnoZiny U
(podla definicie grupy /), ako aj mnoziny % (podl'a definicie grupy /). Teda: U =9/.

Izomorfizmus grap Iy = Iy je ur€eny priradenim (W) s (u®?).

2) Ak (W) ¢ U, tak U nw = &. Izomorfizmus Iy > I, je zrejmy, lebo obe grupy st
izomorfné s aditivnou grupou okruhu Z.

b) Ak st body O, (u), (W) nekolinearne, priamky py, Pw st ré6znobezky s jedinym spolo¢nym
fundamentalnym bodom O . Bodové mnoziny U, W grap I, Iy st disjunktné. Izomorfizmus
grup sa zaklada na tych istych argumentoch ako v bode a).

Dosledok (4.4)". Ak (u) je biregularny bod zobrazenia f , na priamke p, = O(u) existuje
nekone¢ne mnoho navzdjom izomorfnych nekone¢nych cyklickych grap typu I, z ktorych
kazdé dve rozne st bodovo disjunktné.

5 Zaver

V klasickom obdobi algebrickej geometrie patrilo k neopomenutelnym zlozkam skiimania
biracionalnych koreSpondencii v projektivnych rovinach a vV trojrozmernych projektivnych
priestoroch nad polom realnych alebo komplexnych cisel rieSenie problémov postulacie
a ekvivalencie fundamentalnych variet a mnozin iregularnych bodov na homaloidoch.
Aktuélny byval spravidla aj problém singuldrnych homaloidov. V3etky tieto témy nestracaju
vyznam ani pri rozSireni problematiky biracionalnych koreSpondencii do n-rozmerného
priestoru. VSeobecny historicky rast abstrakcie (temer) v kazdej oblasti matematiky a zmena
hierarchie vyznamu tém vSak odovodnuje zaradenie nového Strukturdlneho pohladu do
rozSireného okruhu tém aazda aj jeho prednost pred rutinnym rieSenim tradiCnej
problematiky. Samozrejme, pausalne vyradenie tematiky historického pdévodu by bolo
neprezieravym c¢inom, ktory by potencidlne mohol ochudobnit budicnost” o hodnotné
vysledky. Mnohé najnovsie vysledky rozsirenia zdanlivo uzavretej klasickej teorie kriviek
aploch do priestorov rozmeru 4 a 5 totiz ukazuju, ze jednoduché analdgie s klasickymi
metddami a vysledkami obcas zlyhavaji a urcité nové prekvapivé vysledky sa ziskavaji za
cenu zdihavych sofistikovanych inovécii.
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Soucet konecné posloupnosti mocnin prirozenych Cisel
a dokonalé Ctverce

Milada Kocandrlova, Jana Markova

Abstrakt

Pro kone¢ny soucet mocnin piirozenych
Cisel jsou ukdzany dva mozné pristupy
pomoci feSeni linearnich rovnic.
Z porovnani tabulky znamych koeficientl
mnohoclent s Pascalovym trojuhelnikem je
odvozen jednoduchy algoritmus pro
generovani soucti. Na zavér je uvedeno
pouziti souctu druhych mocnin pfirozenych
¢isel pti hledani dokonalych ¢tvercti.
Klic¢ova slova: koneény soucet, mocnina
prirozeného c¢isla, kombinacni ¢islo,
Pascaliv trojihelnik, Bernoulliovo ¢islo,
¢tvercové Cislo, pyramidové ¢islo, dokonaly
Ctverec

Uvod

Abstract

Two possible approaches to find the final
sum of the powers of natural numbers are
shown, by means of solving linear
equations . Simple algorithm is derived to
generate sums, comparing the table of
known coefficients of polynomials with
Pascal triangle. Finally, application of sum
of squares of natural numbers to finding
perfect squares is presented.

Key words: finite sum, power of natural
number, combinatorial number, Pascal
triangle, Bernoulli number, square number,
pyramidal number, perfect square

K prvnim n ¢lentim aritmetické posloupnosti ptirozenych cisel

P, ={1,23,--,n}

je posloupnost diferenci sousednich ¢lenti konstantni, d; = 1, a ma n-1 ¢lent. Posloupnost P,
nazveme aritmetickou posloupnosti prvniho stupné, jeji diferenci d; prvni diferenci. Pro

soucet posloupnosti Py plati znamy vzorec

_ n(n+1)

S = 5

To je mnohoclen druhého stupné bez absolutniho ¢lenu pro proménnou n.

1 Soucet mocnin prirozenych Cisel pomoci FeSeni linearnich algebraickych

rovnic

Utvorime posloupnost druhych mocnin ¢lenti z posloupnosti P;

P, ={1,2%,32%,..-,n?%}

a nazveme ji aritmetickou posloupnosti druhého stupné. Posloupnost druhych diferenci
¢lent posloupnosti P, je konstantni, d, = 2, a ma n-2 ¢lent. Pfedpokladejme, Ze soucet ¢lend

posloupnosti P, je mnoho¢len tietiho stupné
S, = An3 4+ Bn? + Cn,
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kde A,B,C jsou konstanty. Ur¢ime je z podminky, ze pro n = 1 je soucet 1, pro n =2 je
soucet 5 a pro n =3 je souCet 14. Dostaneme tak soustavu tfi linearnich rovnic pro tii
nezname

1=A+B+C,
5=8A+4B + 2C,
14 =27A+ 9B + 3C.
Jeji feSent je trojice G ,% ,é). Mnohoclen S; miizeme upravit na tvar

nn +1) 2n+1
2 3

SZ ==
Analogicky k ptedchozim odstavciim utvoime posloupnost tietich mocnin z posloupnosti Py
P; ={1,2333,.-,n3}.

V tomto ptipadé je konstantni az posloupnost tietich diferenci d; = 6 = 3!, pocet jejich ¢leni
je n-3. Soucet ¢lend posloupnosti P3 hledejme ve tvaru mnohoclenu ¢tvrtého stupné

S; = An* + Bn® + Cn? + Dn..
Pro neznamé koeficienty sestavime soustavu Ctyf linearnich rovnic
1=A+B+C+D,
9 =164+ 8B +4C + 2D,
36 =844 + 27B + 9C + 3D,
100 = 256A + 64B + 16C + 4D.

v e e (111 v o .
Jejimz feSenim je Ctvefice (Z 3 ,O). Soucet mizZeme upravit na tvar

5, = (2’

Posloupnost ¢&tvrtého stupné P, = {1,2%,3%---,n*} m4 konstantni az &tvrtou diferenci
d, = 4!. Jeji soucet je mnohoclen péatého stupné
1 n(n+1) 2n+1 3n%+3n-1

1 1 1
Spa=-n>+-n*+-nd-=n=
5 2 3 30 2 3 5

Posloupnost patého stupné Ps = {1, 2°,3%,---,n°} md konstantni patou diferenci ds = 5!.
Jeji soucet je mnohoclen Sestého stupné

1, (n(n+1))2 2n?+2n-1
12

1 1 5
Ss=-n®+:-n°+=n*——n
2 2 12 2 3

Posloupnost Sestého stupné Pg = {1,2°,3°,---,n°} m4 konstantni Sestou diferenci dg = 6!.
Jeji soucet je mnohoclen sedmého stupné

__ n(n+1) 2n+1 3n*+6n3-3n+1

1 1 1 1 1
Se=-n"+-n4+-n>—-n3>+—-n
6
7 2 2 6 42 2 3 7
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Jak je vidét, opakovani tohoto postupu je narocné, zvétSuje se pocet rovnic a s tim se také
zvetsuji koeficienty v nich. Touto cestou postupoval napt. V. Jankd, viz [1].

2 Soucet mocnin prirozenych Cisel vypoctem determinantu

Z binomického vzorce

k+1

Ykl i (k1Y k-
=D = =0 ()

i=0
prox=1,2, ... ,n postupn¢ dostavame

0=1- (7 ()~ (3 ) e () s o,

G Lo G i (i P A CE O L (M PR CED S

2kt = gkrt— (K F Dz (KD gen g cr (KT )34 (e,

(Tl _ 2)k+1 — (Tl _ 1)k+1 _ (k 1‘ 1) (n _ 1)k + (k ‘5 1) (Tl _ 1)k—1 — et (_1)k+1'

(n— 1)k+1 =nkt1l — (k 1_ 1) nk + (k -; 1) nk-1 ... 4 (_1)k+1.

Seéteme ziskané rovnosti

S

n

n
kt1 k+1 o k+1>zlk1+ k+1zlk2
=1

i i=1 i=1

e (—1)F k+1)

1 i — ( 1)k+1

M:

i=1

Prok=0,1,2,..... je

n=n,
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To je trojuhelnikova soustava linearnich rovnic pro neznamé ¥, i*. Pro vypocet souétu k-tych
mocnin bychom museli vy¢islit vSechny pfedchozi soucty. Lze proto pouzit Cramerovo
pravidlo, ale budeme pocitat dva determinanty. Determinant trojuhelnikové soustavy bude

GG )=+,
Naptiklad pro k = 3 je
(i) 0 n?’+n
e=3Q) () won (]
(1) =) n+n

Ani tento postup neni pfili§ prakticky. Touto cestou se ubiral napi. Vilém Jung viz [2].

Soustavu rovnic muzeme feSit postupnym vypoétem shora doli. Je to vlastné rekurentni
formule pro jednotlivé soucty. My si ukazeme jiny rekurentni vzorec.

3 Rekurentni vzorec pro soucet

Vratime se proto do kapitoly 1 a budeme hledat zdvislost mezi koeficienty souctl, které
sestavime do tabulky

n nZ Tl3 n4 Tl5 Tl6 Tl7 Tl8 n9 nlO
S, 1 1
2 | 2
S, 1 1 1
6 | 2 |3
S, 1 1 1
4 | 2| 4
S, 1 1 1 1
30 3|12 | 5
S 1 5 1 1
12 12| 2 | 6
S 1 1 1 1 |1
42 6 2 | 2 |7
S 1 7 7 1|1
12 24 12 | 2|8
Sg 1 2 7 21111
30 9 15 3129
Ss 3 7 311
20 2 10 41210
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Soucet konecné posloupnosti mocnin pfirozenych Cisel a dokonalé ctverce

Po upravé dvou uhlopficek je nova tabulka

n n? n3 n* n® n® n’ n® n’® n1o
Sy 1 1
2 2
s, | 2 | 1 | 1
12 2 3
S5 3 1 | 1
12 2 4
S, 7 | 1 | 1
120 12 2 5
S 10 5 | 1 | 1
120 12 2 6
s, | 6 20 6 | 1 | 1
252 120 12 2 7
s, 21 35 7 1 | 1
252 120 12 2 8
S 1 56 56 § | 1 | 1
30 252 120 12 2 9
S 3 126 84 9 1 1
20 252 120 12 2 10

Z porovnani s Pascalovym trojuhelnikem dostavame:

k=2,
k
-3
),k > 6. Potom

k
e-1)
Citatele zlomkd sjmenovatelem 120 Ize zapsat v binomickém tvaru (k

Citatele zlomkii s jmenovatelem 12 Ize zapsat v binomickém tvaru (
) k=4
Citatele zlomki s jmenovatelem 252 Ize zapsat v binomickém tvaru ( I E c
jednotlivé soucty miizeme psat

n2

. n
51=Z?=1l=7+;,

=T =T+ T+ ()F

=8 =TT+

se=Sit =T+ 5+ ()5 - (D5

ss=3 =T+ 5+ ()5 ()i

So=Zi =5+ 5+ ()5 (imt (D
s =2 =5 (5 ()5 ()i
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S= =5+ 5+ ()5~ i+ (m - (o
nlO

_ym om0 m L (OYet 9yt 9y n' (9
So = L=y 17 = TR (8) (6) + (4) 252 (2) 240
Pro desaty soucet podle predchozich souc¢tt dostaneme
_yvn 10 _n't, nt®  10\n° 10\ n7 | 10\ n® 10\ n®  (10\n
S10 = Lim 1 = T2 +(9)12 (7)120+(5)252 (3)240+(1)a'
Koeficient a ur¢ime z podminky, ze pro n = 1 je soucet S;, = 1. Vy¢islenim kombina¢nich
Cisel a sectenim zlomkt dostaneme a = 132. Potom nasledujici soucet je
. 2 ptt 11\ n® 11\ n® 11\ n° 11\ n* 11\ n?
5 =S =2 2 () () 5+ () - () 2 ()2

12 2 10/ 12 8/ 120 6 / 252 4 ) 240 2 /132

Pokud nechceme dalsi koeficienty u n pocitat timto zptisobem, mizeme pouzit rekurentni
vzorec pro Bernoulliova ¢isla, viz [4]

1 am+1 1
Bm=__2?iol( i )Bi» Bo=1'B1=—5-

m+1
Podle tohoto vzorce je
1 1
B, = _E(Bo +3By) = P

B3 = _i(BO+4Bl +6Bz) = O,
By = —=(Bo + 5B; + 10B, + 10B;) = ——, atd.

To jsou prvni tii koeficienty u n souctti 2., 3. a 4. stupné jak jsou uvedené v prvni tabulce.

4 Soucet druhych mocnin prirozenych cCisel a dokonaly ¢tverec
Soucet prvnich 24 druhych mocnin pfirozenych ¢isel
14+4+9+16+ -+ 24% = 702

byl pouzit pti hledani dokonalych ¢tvercti. Dokonalym ¢tvercem se rozumi Ctverec, ktery 1ze
pokryt ctverci raznych obsahil. Tak ¢tvercova ¢isla

1,4,9,16, 25, 36,49, -
se zdala byt vhodna pro konstrukci dokonalého Gtverce. Casteéné soulty posloupnosti
ctvercovych cCisel jsou ¢isla pyramidova:

1,5,14,30, 55,91, 140, 204, 285, 385, 506, ...
Pro n-ty ¢len posloupnosti pyramidovych cisel plati vzorec

S, = %n(n +1D(2n+1).

To je Diofanticka rovnice, jejimz feSenim jsou pravé pyramidalni ¢isla. Mezi témito ¢isly se
hleda to, které je druhou mocninou pfirozeného c¢isla. Tento problém vytesil v r. 1918
J. Watson. Krom¢ trividlniho feSeni je to n = 24,5 = 70. Na Univerzité Illinois v r. 1974
E. M. Reingold a J. Bittner pomoci pocitatového programu ukézali, Ze neexistuje dokonaly
¢tverec o stran¢ 70 s dvacetictyimi Ctverecky.

Pomoci souétu 1+ 4+ 9+ 16 + -+ 332 = 12529 Ize odhadnout minimum pro stranu
dokonalého Ctverce a pro pocet Ctvereckit pokryti. Druhd odmocnina z uvedeného souctu je

22 G - slovensky ¢asopis pre geometriu a grafiku, rocnik 13 (2016), Cislo 25, s. 17 - 24



Soucet konecné posloupnosti mocnin pfirozenych Cisel a dokonalé ctverce

S33 = V12 529 = 111.9. Dokonaly ¢tverec se stranou mensi nez 112 nemiize mit vice nez 32
Ctverecka.

Teprve kombinatorika pomohla dokazat, Ze nejmensi pocet ¢tverecku je 21. V r. 1978 jej
pomoci pocitace objevil holandsky matematik A.J. Duijvestijn. Strana jeho dokonalého
Ctverce je 112, viz obr. 1.

35 57 B c
50 g
. c
1 Ir‘}
15 | 17
SE 24 )
29 25 16 " D D
3
33 | 37 | 42 :
1]
A
Obr. 1. Dokonaly ¢tverec Obr. 2. Soucet 3. mocnin

5 Zavér

Souctem piirozenych Cisel se zabyvali jiz Pythagorejci v 6. stol. pt.n.l. Pythagoras znal vzorec
pro soucet prvnich n pfirozenych ¢isel. Soucet druhych mocnin odvodil Archimedes ve
3. stol. pf.n.l. Vzorec pro soucet 3. mocnin geometricky odvodili staii Indové a to tak, ze
sestrojili ¢tverec ABCD o stran¢ 1+2+3+....+n, viz obr.2. Pro obsah posledniho
Sestitthelniku B’BCDD'C"”, je slozen ze dvou lichobézniki o vysce n, plati

n
Sn=2-5(1+2+3+--~+n—1+1+2+~--+n)

=2n(14+2+4+3+-+n—-1)+n%

Po dosazeni vzorce pro soucet aritmetické posloupnosti je

S, =n3.

Analogicky k tomu pron-1,n-2, ..., 2,1 plati
Sp-1 = (n—1)%,
Spep = —2)3, ...,5, =23,
S, = 1.

Soucet obsahii v§ech n Sestithelnikl je roven obsahu ¢tverce ABCD

M)Z_

142343+ 40’ = (1424 +n)? = (25

Vyznamnych vysledkti dosahl Jacob Bernoulli. Odvodil soucty az do desatého stupné pomoci
rekurentniho vzorce, ke kterému jsme také dosli v zavéru 2. kapitoly.
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Petiuhelnikova pokryti roviny

Svétlana Tomiczkova

Abstrakt Abstract

Pétidhelnikové pokryti je pokryti roviny | Pentagonal tiling is a tiling or tessellation of
geometrickymi utvary takovymi, Ze kazda | the plane where each piece (tile) is a pentagon.
cast (dlazdice) je pétiuhelnik. Zde popiSeme | We describe classification, history and some
klasifikaci, historii a nékteré vlastnosti | properties of pentagonal tiling.
pétithelnikovych pokryti.

Klicova slova: Pokryvani roviny, Keywords: Tesselation, tiling, pentagons tile.
pétithelnikové dlazdice.

1 Uvod

Pokryvani roviny (teselace) je vyplnéni euklidovské roviny pomoci jednoho nebo vice typd
geometrickych ttvart (dlazdic) tak, aby se tyto geometrické ttvary nepiekryvaly a nezistaly
mezi nimi Zddné mezery.

Klasifikace teselaci je moZznd napiiklad podle tvaru dlazdic, podle mnozZstvi pouZzitych typt
dlazdic, podle zobrazeni, které dané pokryti charakterizuje apod. Néktera pokryti maji specidlni
nazvy, napt. pravidelné pokryti je tvoreno jednim typem pravidelnych mnohouhelnikti. Vime,
Ze existuji jen tfi typy pravidelnych pokryti (rovnostrannymi trojuhelniky, ¢tverci a pravidel-
nymi Sestitihelniky). Dale existuji polopravidelnd pokryti, kterd jsou tvofena opét pravidelnymi
mnohothelniky, ale je mozné pouZit vice typu dlazdic. Takovych polopravidelnych pokryti
existuje osm a jsou tvofeny kombinacemi rovnostrannych trojihelnikd, ¢tverci, pravidelnych
Sestithelniku, osmiuhelniku a dvanéctidhelnika.

Dlazdicemi mohou byt i nepravidelné mnohotuhelniky. Pokud se zaméfime na pokryvéani jednim
typem dlazdic je zfejmé, Ze pokryti miiZe byt tvofeno libovolnym trojihelnikem nebo libovolnym
Ctyfahelnikem. Také vime, Ze rovinu nemtzeme pokryt shodnymi mnohouihelniky, které maji
vice neZ Sest stran. Uplnou klasifikaci pokryvani roviny Sestithelniky provedl K. A. Reinhardt a
ukdzal, Ze existuji tii tiidy Sestidhelnikd, které pokryvaji rovinu. Pokryvani roviny pétidhelniky,
historie, klasifikace a dalsi vlastnosti jsou obsahem tohoto ¢lanku.

Kromé poctu vrchollii a poc¢tu pouzitych dlazdic mize byt charakteristikou také zobrazeni,
kterym je moZzné pokryti reprodukovat. Periodickd pokryti jsou charakterizovdna posunutim, tj.
existuje posunuti (ur¢ené nenulovym vektorem), které zobrazi pokryti samo na sebe. DalSimi
typy pokryti jsou napt. aperiodickd pokryti nebo Penrosovo pokryti.
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2 Pétiahelnikova pokryti

Velice zajimavym typem pokryti jak z hlediska charakterizace dlazdic, tak z pohledu historie,
je pokryvani roviny konvexnimi pétiihelniky. Rovinu nelze pokryt pravidelnymi pétitihelniky,
ale 1ze ji pokryt jednim typem shodnych pétitihelniki. Tomuto typu pokryti se budeme vénovat
v nésledujicim textu.

2.1 Znacéeni a Klasifikace

Nékterd z pétithelnikovych pokryti jsou jednoduchd (na obrazku 1 napft. vidime pokryti, kterd

objeveni a nékterd dalsi na svilij objev patrné teprve Cekaji.

Oznacime pétithelnik podle obrazku 2, kde velkymi pismeny jsou oznaceny jak vrcholy péti-
uhelnika, tak dhly u prislusnych vrchold a malymi pismeny strany pétitihelnika. Pokryti budou
charakterizovana pomoci vztaht mezi thly a stranami nebo konkrétnimi hodnotami téchto veli-

G
S

T
O

Obr. 1. Pokryti roviny pétidhelniky

A

Obr. 2. Znaceni

Vrcholem pokryti (teselace) rozumime bod, ktery je spolecny alesponl tfem dlazdicim (jejich
hrandm nebo vrcholtim). RozliSujeme pokryvani typu hrana na hranu (edge-to-edge), pro jejichz
dlazdice plati pravé jedna z nasledujicich vlastnosti:

e nemaji Zadny spole¢ny bod
e maji spolecny bod, ktery je vrcholem kazdé z dlazdic (a je také vrcholem pokryti)
e maji spolec¢nou hranu

Dalsi charakteristickou vlastnosti, podle které je mozné pokryvani klasifikovat, je otdzka zda je
pokryti , tile-transitive* neboli, zda existuje shodnost (izometrie), kterd zobrazuje jednu dlazdici
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na jinou. Pouze prvnich pét objevenych a popsanych pokryti je , tile-transitive®. Pro ostatni je ale
mozné najit mnohouhelnik (polygon) sloZzeny ze dvou nebo tfi shodnych pétidhelnikt. Pokryti
dlazdici sloZenou z téchto pétithelnikt uz ,tile-transitive* je. Takové pokryti se nazyva 2-blok
nebo 3-blok transitive (obecné k—blok transitive). Témito vlastnostmi a klasifikaci se podrobnéji
zabyva napt. [5], [7] a [1].

2.2 Historie

Prvni systematiky popis (klasifikaci) pokryvani roviny pétithelniky provedl némecky matematik
Karl August Reinhardt (1895 — 1941) v roce 1918. Jak uZz bylo feceno, K. A. Reinhardt, ktery
se zabyval mnohouhelniky, provedl tplnou klasifikaci pokryvani roviny Sestithelniky a ukazal,
ze existuji tii tfidy Sestithelniki, které pokryvaji rovinu. Mimo jiné také dokazal, Ze pro lichd n
ma reguldrni polygon nejvétsi plochu mezi v§emi polygony, které maji primér jedna [3].

K. A. Reinhardt popsal pét riznych typt pétithelniki, které pokryvaji rovinu, presnéji popsal pét
tiid charakterizovanych vztahy mezi thly a stranami takovych, Ze pétidhelnik patiici do jedné
tiidy (splilujici dané podminky) existuje a existuje alespon jedno pokryti roviny timto typem
pétithelnika. Téchto pét typt je vidét na obr. 3 a vSechna jsou , tile-transitive®.

Obr. 3. Pétitihelnikova pokryti popsanad K. Reinhardtem

Pak nasledovala padesatileta prestavka a az v roce 1968 americky matematik Richard Kershner
(1913 — 1982) publikoval ¢lanek On Paving the Plane v American Mathematical Monthly,
kde klasifikoval pétidhelnikova pokryti jinym zptisobem, ale jeho seznam obsahoval navic tii
typy pokryti, které nebyly popsany K. A. Reinhardtem (obr. 4). Tyto tfi nové typy uZ nebyly
tile-transitive, ale jsou 2-blok transitive.

Nyni bylo tedy popsdno osm typt pokryti a pfestoze se R. Kerschner mylil ve svém predpokladu,
Ze naSel vSechna pokryti, jeho prace pomohla odstartovat nové vyzkumy v této oblasti.

V letech 1956-1981 vedl znamy americky popularizdtor matematiky Martin Gardner (1914—
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Obr. 4. Tti novd pétithelnikova pokryti popsana R. Kerschnerem

2010) v casopise Scientific American sloupek Mathematical Games. V roce 1975 napsal o
Kerschnerové ¢lanku a vyzval ¢tenafe k hledani novych zptsobt pokryti roviny pétithelniky. Na
zdkladé této vyzvy bylo objeveno pét dalSich typl pokryti. Hned v roce 1975 objevil jeden novy
typ dlaZdic pocitacovy specialista z Kalifornie Richard James III., ktery se rozhodl najit pokryti
z Kerschnerova ¢lanku aniz by ¢lanek cetl a podatilo se mu najit kromé osmi Kerschnerovych
pokryti dalsi, ktery oznacujeme jako typ 10 (viz obrazek 5 vlevo).

Obr. 5. Pétithelnikové pokryti popsané Richardem Jamesem III (vlevo) a
pétithelnikové pokryti popsané Rolfem Steinem (vpravo)

Jesté zajimavéjsi byl objev dalSich Ctyf typt pokryti, ktery ucinila na zdkladé vyzvy M. Gardnera
kalifornanka Marjorie Rice (narozena 1923). Velkou zésluhu na jejim uvedeni do matematické
komunity a zvefejnéni novych typu dlazdic méla profesorka Doris Schattschneider. Marjorie
Rice, kterd neméla hlubsi matematické zaklady, byla tak fascinovand vyzvou M. Gardnera, Ze
si vymyslela vlastni systém tfidéni a béhem nékolika mésicti objevila novy typ pokryti, ktery
poslala M. Gardnerovi. Ten poslal novy typ profesorce Doris Schattschneider, aby jej posoudila.

Doris Schattschneider si zacala s Marjorie Rice dopisovat, posilala ji dalsi informace o daném
problému a povzbuzovala ji v jeji dalsi praci. Tak béhem nékolika dalSich let objevila Marjorie
Rice tii dal$i typy pokryti. VSechny Ctyfi nové typy pokryti Marjorie Rice jsou na obrazku 6 a
jsou 2-blok transitive. Ukdzky dlazdic a vytvarné pojatd pokryti 1ze nalézt v [4].

V roce 1985 objevil 14. typ pokryti némecky student na Univerzit€¢ v Dortmundu Rolf Stein (viz
obr. 5 vpravo), ale patnacty typ ¢ekal na své objeveni dalSich 30 let.

V cervenci roku 2015 byl ozndmen posun na tomto poli - Casey Mann, Jennifer McLoud a
David Von Derau ohlasili objev 15. typu dlazdic (obr. 7), ktery byl u¢inén pomoci pocitacového
programu. Jenifer McLoud a jeji manZel Casey Mann, oba matematici na University Washington
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Obr. 6. Ctyfi pétitihelnikova pokryti popsana Marjorie Rice

Bothell, stravili rok a pal vyvojem algoritmu a David Von Derau napsal pocitacovy program,
kde implementoval jejich algoritmus. Od piedchozich typt pokryti se 1isi tim, Ze jsou pfesné
stanoveny hodnoty vSech tihla. Podrobnéji se jejich objevem zabyva [1].

Obr. 7. Nové objeveny 15. typ pétithelnikového pokryti a
pétithelnikova dlazdice

2.3 Piehled 15 typu dlazdic

Nasledujici pfehled véetné znacenti je prevzat z ¢lanku [6], pfidan je jeSté noveé objeveny patnicty
typ pokryti, ktery m4, na rozdil od predchazejicich, pfesné dané thly u jednotlivych vrcholi.
Ve svém dalSim ¢lanku [7] stejni autofi klasifikuji pokryti jesté podrobné&ji a déli pokryti podle
dalSich kritérii, napt. zda je pokryti ,,edge to edge®. V ndasledujici tabulce je kromé oznaceni
a popisu pokryti uvedeno, zda je pokryti edge-to-edge, tile-transitive nebo k-blok transitive
a jméno matematika, ktery dany typ popsal jako prvni. V obrézcich, na které jsou odkazy
v tabulce, jsou také vyznaceny bloky dlaZzdic, kterymi je moZné reprodukovat dané pokryti
pomoci posunuti.
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| typ | popis | obrazek | edge-to-edge | tile transitive | objev

1 |A+B+C=2n 3a) ano tile-transitive | K. Reinhardt

2 |A+B+D=2n 3b) ne tile-transitive | K. Reinhardt

3 |A=C=D =2n/3, 3¢) ne tile-transitive | K. Reinhardt
a=bd=c+e

4 |A=C=m/2,a =0, 3d) ano tile-transitive K. Reinhardt
c=d

5 |A=n/3C =2n/3, 3e) ano tile-transitive | K. Reinhardt
a=bc=d

6 | A+B+ D = 2, 4 a) ano 2-blok transitive | R. Kerschner
A=2C,a=0b=c,
c=d

7 |2B4+C = 2w, 2D + 4 b) ano 2-blok transitive | R. Kerschner
A=2m,a=b=c=
d

8 |[2A+ B = 2w, 2D + 4 ¢) ano 2-blok transitive | R. Kerschner
C=2m,a=b=c=
d

9 |2E+ B = 2m, 2D + 6a) ano 2-blok transitive | M. Rice
C=2m,a=b=c=
d

10 | A =mn/2,C+ D = S5a) ne 3-blok transitive | Richard James I1I
37/2,2D+ E =2C+
B=2m,a=b=c+e

11 |A=7n/2,C+ FE =m, 6b) ne 2-blok transitive | M. Rice
2B+C =2m,d=e =
2a + ¢

12 |A=7/2,C+E=m, 6¢) ne 2-blok transitive | M. Rice
2B + C = 2m, 2a =
ct+e=d

13| A=C=n7/2,B = 6d) ne 2-blok transitive | M. Rice
E=mn—-D/2 ¢c=d,
2c=¢

14 |A=7n/2,C+FE =m, 5b) ne 3-blok transitive | Rolf Stein
2B+C =2m,d=e=
2a,a = ¢

15 | A = 150°, B = 60°, 7 ne 3-blok transitive | C. Mann, J. Mc-
C = 135°, D = 105°, Loud, D. Von De-
E =90° rau

3 Zajimavé vlastnosti a pouziti

Zajimava je také otdzka dudlnich pokryti k pétitihelnikovym pokrytim, o kterych se zmituje D.
Schattschneider v [5]. Na obrdzku 8 jsou vidét tfi pokryti, ke kterym jsou dudlni polopravidelna
Archimedova pokryti (¢arkované).
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Pétidhelnikova pokryti roviny

Obr. 8. Dudlni pokryti

Existuji ale i dalSi otdzky, na které se matematici zamétuji, napiiklad popis a vlastnosti iso-
perimetrickych pokryti, kterymi se zabyva ¢lanek [2] nebo pokryvani roviny nekonvexnimi
pétithelniky.

Néktera z pétithelnikovych pokryti jsou vyuZivdna v architektuie, designu nebo dldZdéni. Ta-
kové dlazdéni (viz obr. 9) je napf. ve vstupni hale Mathematical Association of America ve
Washingtonu, D. C.

Obr. 9. DlaZdéni ve vstupni hale Mathematical Association of America ve
Washingtonu, D. C.

Jeden z typt pokryti zahrnuty ve tfidé objevené K. Reinhardtem se nazyva Cairo a je pouzivan
pomérné casto jako dlazdéni (viz obrizek 10 vlevo) nebo design budov. Najdeme ho napiiklad
pred hotelem v Tromso v Norsku nebo na budové hotelu Crystal Orange v Cing. Jiny typ dlazdéni
bylo moZné kolem roku 1960 najit na schodisti v Earlwoodu, Sydney, Austrélie (viz obrazek 10
vpravo), bohuzel nyni se zde jiZ nenachazi.

(ARWVARY VAR NERN

Obr. 10. DI4dzdéni Cairo (vlevo) a dlaZdéni na schodisti v Earlwoodu (vpravo)

Jednotlivd pétithelnikova pokryti je mozné generovat pomoci apletu ,,Pentagon Tilings* vytvo-
feného Edem Peggem Jr., ktery je moZné nalézt na adrese
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http://demonstrations.wolfram.com/PentagonTilings/
(Wolfram Demonstrations Project, Published: May 13, 2009).

Uvedené a dalsi priklady vyuziti pétidhelnikovych pokryti (a dalsi geometrické zajimavosti) 1ze
nalézt také na nasledujicich www strankéch:

http://www.tess-elation.co.uk/
http://mathtourist.blogspot.cz/
http://jsfiddle.net/jolumij/1qh7zav9/
http://www.ams.org/samplings/feature-column/fc-2014-04
http://www.mathpuzzle.com/tilepent.html

4 Zavér

Posledni typ pokryti byl objeven v roce 2015 pomoci pocitatového programu. Program stéle
béZzi a je otdzkou, kdy a zda se podafi ozndmit objev dalStho typu pokryti. Dosud vSak neni
dokéazano, zda existuji dal$i typy, nevime ani, zda je pocet typt pokryti kone¢ny. To ale nelze
dokazat pomoci uvedeného algoritmu, ktery je zaloZen na hledani k-blok transitive pokryti.
Problém pokryvani roviny konvexnimi pétidhelniky tak stdle neni uzavien.
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Asociované idealy ku Specialnym triedam kriviek ako
mnozinovy Uplny prienik

Michaela HoleSova

Abstrakt

Asociované idedly k algebrickym varietam sa
Studujui v sudvislosti s uréenim poctu pldch,
ktorych je dand algebrickd varieta prienikom.
V ¢lanku sa venujeme asociovanym idedlom
k monomidlnym krivkdm. UkdZeme pre
konkrétne triedy monomidlnych kriviek, Ze ich
asociované idedly, a teda aj tieto monomidlne
krivky, su iplnym alebo mnoZinovym uplnym
prienikom.

KFiacové slova: monomidlne krivky,
asociované idedly, mnoZinové tplné prieniky

Abstract

Associated ideals of algebraic varieties are
studied in the connection to determining the
number of surfaces of which the algebraic
varieties are intersections. In this article we
deal with associated prime ideals of monomial
curves. We show for concrete classes of
monomial curves that their associated ideals
and these monomial curves are ideal or set-
theoretic complete intersections.

Keywords: monomial curves, associated
prime ideals, set-theoretic complete

intersections

1 Uvod

V suvislosti s rieSenim klasického problému algebraickej geometrie: N4jst najmensi pocet ploch,
ktorych prienikom je dand algebrickd afinnd varieta v h-rozmernom afinnom priestore, sa venuje
prave Stidiu monomidlnych kriviek a ich asociovanych idedlov. Uvedieme najskor niektoré zak-
ladné pojmy a vlastnosti.

Nech K je podpole pola L, char(K) = 0, h-rozmernym afinnym priestorom A% nad pofom
L rozumieme mnozinu vSetkych bodov (v, ..., ys), ktorych siradnice vy, . .., y, si prvkami
pola L. Nech R = K|[xy,...xp], h € N je okruh polynémov A neur¢itych nad polom K a
nech I je idedlom tohto okruhu. Varietou idedlu I sa nazyva mnoZzina vSetkych takych bodov
(y) = (y1,--.,yn) priestoru A?, 7e F(y) = 0 pre vietky polynémy F(x,...xz;) € I (oznacu-
jeme B(I)). Algebrickou afinnou varietou V' priestoru A? je kazdd podmnoZina priestoru A%,
ktord je varietou nejakého idedlu a okruhu R, teda V' =B(a). MnoZina vSetkych polynémov
okruhu R, ktoré sa anuluju kazdym bodom variety V, je idedl, ktory nazyvame asociovany idedl
ku variete V (oznacme J(V)).

Varieta V' sa nazyva ireducibilnou prave vtedy, ak J(V') je prvoidedl. Vieme, Ze idedl J(V)
okruhu R je prvoidedl prave vtedy, ked pre kazdé polynémy F’, GG z okruhu R plati, Ze ak polyném
FG je zidedlu J(V'), potom je polyném F' € J(V') alebo G € J(V). Plati, ze B(J(V)) =V,
ale vo v8eobecnosti neplati J(B(I)) = I, ¢o sa da ukazaf na nasledujicom priklade.
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Priklad 1. Nech K je pole racionalnych ¢isel a L je pole redlnych &isel. Nech a = (23 + 23)
je idedl okruhu K[z, z5]. Oznalme V =B(a) algebraickd afinnd varietu v A% pozostdvajicu z
jediného bodu (0,0). Asociovany idedl k variete V' je J(V') = (z1,22) = J(B(a)) # a. Plati
viak, ze a C J(B(a)). Ako sme uz spominali, tieZ plati, ze B(J(V)) = (0,0) = V.

Ak idedl I = (Fy,..., F,,) C R je generovany polynémami F; = Fj(xy,..., ;) z okruhu R,
kde 7 = 1,...,m, tak kazdy polyném tohto idedlu je anulovany v bode variety V' prave vtedy,
ak su anulované v tomto bode variety vSetky polynémy F;, kde? = 1, ..., m, teda algebraickou
afinnou varietou V' =B(I) sa nazyva aj mnoZina rieSen{i systému rovnic F;(z1, ..., z,) = 0, kde
1=1,...,m.

Priklad 2. Nech K je pole raciondlnych ¢isel a L je pole realnych ¢isel.

a) [dedl I = (2% + 22 — 22, 11) = (v1, 09 — x3) N (21, T2 + x3) je idedl okruhu K[z, zo, x3].
Algebricka varieta V' =B(I) je prienikom kuZela H; =B(z} + x3 — 23) a roviny Hy =B(z).
Na zdklade vyjadrenia idedlu I je algebraicka varieta V' = V; U V4, kde Vi =B((x1, 22 + x3)),
Vo =B((x1, 2 — x3)) st dve rdzne priamky.

b) Idedl I = (z3 + 25 — 23, 71 — x3) = (23, 71 — x3) je idedl okruhu K[z, 9, 23). Algebrickd
varieta V' =B(I) je sice prienikom kuZela H; =B(z? + 23 — z2) aroviny Hy =B(x; — x3), ale
aj prienikom roviny Hy =B(z; — x3) a dvojnasobnej roviny Hz =B(z2). Z toho vyplyva, Ze
algebraickd varieta V' je dvojnasobnou priamkou (Obr.1).

Obr. 1

Krullovym rozmerom dim(R) okruhu R (pre nenulovy okruh) sa nazyva suprémum dizok &
vSetkych refazcov prvoidedlov Fy C P, C ... PF; okruhu R. Rozmerom ideédlu / nazveme
rozmer faktorového okruhu R/I. Krullov rozmer afinnej algebrickej variety V' je definovany
ako Krullov rozmer dim (V') variety V' chdpanej ako topologicky priestor so Zariského topold-
giou, tento rozmer sa teda definuje ako suprémum dizok vietkych retazcov X, € X; C ... X,
neprazdnych uzavretych ireducibilnych podmnozin X; C V.

Pre afinné variety je dim (V') = dim(R/I),kde I = J(V).

Cislom (1) budeme oznagovaf minimalny pocet generdtorov asociovaného idedlu I = .J(V) a
¢islom At (1) vyskuidedlu . Pre vy$ku a minimélny pocet generatorov plati vzfah ht (1) < u(1).
Ak I = (fi,...,fx), Kk € N, f; € Rau(l) = k, tak mnozinu M = {f1,..., fr} budeme
nazyvaf minimélna biza ideélu /.
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Nech R je notherovsky okruh a I # R je idedl tohoto okruhu.
a) Idedl I sa nazyva iiplny prienik prave vtedy, ak ht(I) = u(1).
b) Idedl I je mnozinovy tiplny prienik prave vtedy, ak
Jay,...,a, € I tak, Ze plati Rad(I) = Rad(aq, ..., a,),
pricom m = ht(I). Pozri [8, Kap.V, Def.3.11].

Rad(I) je radikal idedlu I. Ak idedl I je prvoidedl, tak Rad(I) = I [19, Kap.III, §9, Veta
12], t.j. prvoidedl / je mnoZinovy Uplny prienik prave vtedy, ked pre tento idedl plati [ =
Rad(ay, ..., ay), pricom m = ht([).

Pripomenieme uz zndme vysledky, ktoré suvisia s objasnenim spominaneného otvoreného prob-
lému. V roku 1882 Kronecker [9] vyslovil nasledujticu vetu: Lubovolny systém algebraickych
rovnic o n nezndmych moZno nahradif ur¢itym systémom najviac n + 1 algebraickych rovnic
o n neznamych tak, Ze mnoZiny vSetkych korenov oboch systémov st totozné. V dne$nom,
modernejSom jazyku by sme mohli tito vetu vyslovit nasledovne: Kazda algebraickd afinna
varieta v n-rozmernom afinnom priestore je priesekom najviac n + 1 ploch. Van der Waerden
[18] ukézal, Ze toto horné ohraniCenie plati aj pre algebraické projektivne variety.

Na dokaz toho, Ze tuto hranicu nejde znizif v roku 1891 Vahlen [17] naSiel priklad reducibilnej
priestorovej krivky v afinnom trojrozmernom priestore, ktora sa idajne nedd vyjadrif ako prienik
menej nez Styroch ploch. Ale O. Perron [11] v roku 1941 dokézal, Ze tato krivka je prienikom
troch kuzeTovych ploch, ktoré uz okrem krivky nemaju Ziadne spolocné body. Teda po 50 rokoch
bola zasa otvorend otdzka, ¢i je mozné hranicu uvedend Kroneckerom zniZif. V roku 1960 sa
M. Kneserovi podarilo hranicu spresnif, ale iba pre priestorové krivky, t.j. kazdd priestorova
(reducibilna alebo ireducibilnd) krivka v trojrozmernom (afinnom alebo projektivnom) priestore
je priesekom najviac troch nadpldch.

V rokoch 1972 - 1973 nezévisle na sebe U. Storch [15] (pre afinny pripad) a Z. Eisenbud, E. G.
Evans [5] dokdzali, Ze kazda algebrickd (reducibilnd alebo ireducibilnd) varieta v n-rozmernom
(afinnom alebo projektivnom) priestore je prienikom najviac n nadploch.

Neustdla snaha je tuto hranicu zniZif a stanovif jej dolné ohranicenie a v suvislosti s tymto
snazenim sa zacala Studovaf aj Specidlna skupina algebrickych ireducibilnych variet a to monomidl-
nych kriviek, preto si uvedieme eSte zdkladné definicie a vlastnosti monomidlnych kriviek a ich
asociovanych idedlov.

Nech H = (ny,ng,...,ny) = {n,n=>_a;n;,n; € N, a; € Z; } je numericka pologrupa, kde

(ny1,n9,...,n,) = 1. Potom mnozinu bodov z; = T™ i =1,..., h v afinnom priestore A’}{
nazveme monomialnou krivkou, ¢o budeme zjednodusene zapisovat C'(n,ns, ..., n;) alebo C.
Idedl P okruhu R je asociovany idedl ku krivke C'(ny, no, . . ., n,) prave vtedy, ked je mnoZinou

vSetkych polynémov f € R, pre ktoré plati f(¢",¢"2,... t") = 0, kde ¢ je neur¢itd nad K [3].

Niekedy sa idedl P nazyva aj asociovany (odpovedajuci) idedl k numerickej pologrupe f [6] a
krivka C' sa nazyva “vSeobecnym bodom” pre idedl P [12, Odst.3.2]. Nie je problém dokazaf,
Ze asociovany idedl P je prvoidedl [12, Odst.2.3, Prikl.3], t.j. krivka je ireducibilnd a jej rozmer
jedim(C) = 1.
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Ak idedl P je asociovany prvoidedl ku krivke C, tak

A) krivka C a idedl P sa nazyva iiplnym prienikom prave vtedy, ak pre idedl P plati:
ht(P) = pu(P) = h — 1,

B) krivka C' a idedl P sa nazyva mnoZinovym tiplnym prienikom prave vtedy, ak idedl
P = Rad(ay,...,ap_1),kdea; € P,i=1,2,...,h— 1.

C) krivka C' a idedl P sa nazyva takmer tiplnym prienikom prave vtedy, ak p(P) = h.

Mohli by sme smery Stidia vlastnosti monomiélnych kriviek v stvislosti so spominanym kla-
sickym problémom algebrickej geometrie rozdelif do troch zdkladnych skupin:

1. Vlastnosti asociovaného idealu P.
J. Herzog, W. Gastinger, E. Kunz;

2. Vlastnosti numerickej pologrupy H.
H. Bresinsky, W. Gastinger, D. Patil;

3. Vzdjomna stvislost s projektivnymi krivkami.
J. Stiickrad, B. Renschuch, A. Thoma.

Uviedli sme aj autorov, ktorf{ sa Stidiu monomidlnych kriviek venuju, a ktorych price dali zaklad
aj nasim vysledkom. V tomto ¢lanku sa budeme venovat hlavne Stidiu asociovanych idedlov k
monomidlnym krivkdm a ukdZeme postup, ktorého vysledkom bude presny opis ploch, korych
bude monomidlna krivka prienikom. UkaZeme vSak aj zopar znamych vysledkov v suvislosti s
vlastnostami numerickej pologrupy .

2 Vlastnosti numerickej pologrupy A

V praci E. Kunza [8, Kap.V,§3] ndjdeme dokaz toho, Ze kazdd monomidlna krivka v trojrozmer-
nom afinnom priestore je prienikom dvoch nadploch. Preto sa v dalSom budeme hlavne zaoberat
monomidlnymi krivkami v Stvorrozmernom afinnom priestore. Jednym smerom bddania je sku-
manie, ¢i v zavislosti od vyjadrenia numerickej pologrupy H by sme nevedeli jednoznacne
ukdzaf, Ze je prisluSnd monomidlna krivka dplnym alebo mnozinovym uplnym prienikom.

S. Sol¢an v [13], [14] sa venoval krivam C(p? p*> + p,p> + p + 1, (p + 1)2) a ukdzal, Ze
st mnoZinovym Uplnym prienikom v afinnom priestore nad polom Tubovolnej charakteristiky.
Dalgie zaujimavé tvrdenie ukdzal D. Patil v [10].

Veta 1. Nech C(ny,ns,...,n;) je monomialna krivka v A%. Ak h — 1 &isel z ny,na, ..., ny,
tvori aritmetickd postupnost, tak C'(ny, no, ..., ny) je mnoZinovym tplnym prienikom.

V [16] moZeme néjst dve triedy monomidlnych kriviek, si to C'(4s — 1,4s,4s + 1, 6s)

aC(4s +1,4s 4+ 2,45+ 3,6s +3, s € N, s > 2. Ak aplikujeme predchddzajicu vetu, tak
tieto krivky st mnoZinovym tUplnym prienikom. My sme aj explicitne vyjadrili v [16] tri
plochy, ktorych su prienikom. V dalSej Casti sa budeme venovaf iba monomidlnym krivkdm v
Stvorrozmernom afinnom priestore A* nad polom K.
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2.1 Rozsireny takmer tplny prienik

Definicia 1. Numericka pologrupa H je rozloZitelnd prave vtedy, ak existuji numerické polo-
grupy Hy, Hy tak, ze H = diHy + dyHs, priCom dy € Hs, dy € Hy, d; > 2 (i = 1,2) a
(dl, dg) - 1
Pologrupa H sa nazyva roz$irenie pologrupy Hy = (b1,...,by), m € N prave vtedy, ak
H = leO + dQHQ, kde NO =NU {0}7 d1 = Z;nzl 5jbj7 ﬁj € No, Z;nzl bj Z 2, d2 Z 2a
(dy,ds) = 1.

Definicia 2. Nech asociovany prvoidedl k pologrupe H je takmer uplny prienik, potom aso-
ciovany prvoidedl k numerickej pologrupe H sa nazyva rozSireny takmer tiplny prienik prave
vtedy, ak H je rozSirenim pologrupy Hs.

Ak H = (ny,n9, ng,ny) je numerickd pologrupa a (nq, n3,ny) = dy > 2, H = ny Ny + dyHo,
kde Hy = (2, %2, 4%) je tieZ numerickd pologrupa a ny € Ha, tak je pologrupa H rozsirenim
pologrupy Hs. Asociovany idedl P ku monomiélnej krivke C'(n, ng, n3, ny) a aj krivka C' je
roz$irenym takmer Uplnym prienikom. Analogicky moZno uvazovat pre l'ubovolnud permutéiciu

mnoZiny exponentov {ny, ny, ng, ng}.

Veta 2. Ked monomidlna krivka C'(n1, 1, n3, ny) je rozsireny takmer dplny prienik, potom je
mnoZinovy uUplny prienik.

Dokaz Idedl P ako rozsireny takmer dplny prienik sa dd vyjadrit P = (Fy, Fy, F3) + (F}),
pricom F; € K[l’l, To, Ig] (Z =1,2, 3) al, e K[ZL’l, To, T3, ZE4].

Oznaéme L = (F}, F;, F). Tento idedl je asociovany idedl k pologrupe Hs v okruhu K [z, 2, x3).
Ak je idedl L tdplny prienik, tak 5 = 0 a P = (F, F5, Fy). Ak idedl L nie je dplnym
prienikom, tak je idedl L mnoZinovym dplnym prienikom, t.j. existuje polyném ) € L tak, zZe
L = Rad(Q, F3), pozri [8, Kap.V,Prikl.3.13.f)] a P = Rad(Q, F3) + (F). Kedze Q € L, je
aj Q € P a z toho nam vyplyva, Ze (Q, F3, F;) C P, teda Rad(Q, F3, F;) C P. Naopak, ak
f € P, tak f € Rad(Q, F3)+ (Fy), o znamend, Zze f = g+h,kde h € (Fy) ag € Rad(Q, F3).
Z toho vyplyva, Ze existuje s € N také, Zze g° € (Q, F3) a f* = ¢° + qh, q € K[x1, 22, T3, 24],
tj. f*€(Q,Fs, Fy), teda f € Rad(Q, F3, Fy). Z toho je P C Rad(Q, F3, Fy). Analogicky by
sme postupovali pre fTubovolnd permutdciu mnoZiny exponentov {nq, ns, ng, n4}.

Priklad 3. Zoberme krivku C'(8, 10, 14,9) v A* spominand v praci [6]. Bdzu asociovaného
idedlu P = (23 — mows, x5 — 22w3, 03 — zox?, 22 — 2129) k tejto krivke sme spocitali po-
mocou programu Macaulay. Numerickd pologrupa H = (8,10, 14, 9) je rozSirenim pologrupy
Hy = (4,5,7), H = 2H,+9N,. Z toho vyplyva, Ze asociovany idedl P = L+ (F; = 22 —117)
k numerickej pologrupe H je roz$ireny takmer tplny prienik, kde

L = (Fy = 23 — xox3, [y, = a3 — x3x3, F3 = 22 — x173) je asociovany idedl k pologrupe
Hj v okruhu K[z, o, z3]. Na zdklade predchddzajicej vety je tento idedl aj mnoZzinovy tplny
prienik, pricom polyném Q = x} — 2x3xyx3 + 3, pre ktory plati P = Rad(Q, F3, Fy), kde
L = Rad(Q, F3), ziskame postupom uvedenym v préci [7].
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2.2 Asociovany ideal ku Gorensteinovym krivkam

Definicia 3. Nech H = (ny, no, ng, n4) je numerickd pologrupa, pricom existuje také z € Z—H,
7ze Vj € N je z 4+ j € H. Potom pologrupa H sa nazyva symetrickd prave vtedy, ked
Vee H z—c¢ H.

Definicia 4. Monomidlna krivka C'(n, ny, n3, ny) v A* sa nazyva (monomialna) Gorensteinova
krivka prave vtedy, ked numerickd pologrupa H = (ny,ns, ng, ny) je symetricka.

H. Bresinsky v prdci [3] ukézal, Ze asociovany idedl P ku Gorensteinovej krivke C' v A% nad
Tubovolnym polom K je generovany tromi alebo piatimi prvkami.

Ak P = (Fy, Fy, Fy), tak Fy = o' — ap?, Fy = o3® — x{3'w9® Fy = )t — " ay2xg™,
kderj > 2 (] = 1,...,4),0&31' > 07 Qg > O(Z = 1,27j = 1,273),
ay a2 B3 ,.B4

— T T2 — T3 T4 —

kderj22<j:17"'74)7051+052227ﬁ3+ﬁ4227aiZo(i:172)7ﬁj20(j:374>'

Ak P = (F, Fy, F3, Fy, Fy), tak generétory sd

F, = 1,71"1 _ x313x46¥147 Fy = xgz _ x?21mz24’ Fy = Igs _ x?31x3327 F, = 51724 _ ZL'342:L'§43,
pricom

1= Qo1 + g1, To = Q32 + Qyo, '3 = 13 + iz, Ty = Qg + Qg
a0<0zij<7"j,1§i§4, 1§j§4

Je zrejmé, Ze v pripade troch generdtorov je asociovany prvoidedl idedlovym tplnym prienikom.
V svojej d’alSej praci [2] dokdzal nasledujicu vetu.

Veta 3. Nech P je prvoidedl asociovany ku Gorensteinovej krivke v A* nad Tubovolnym polom
K, potom 3 g, € K[x1, 25, 3, 24, pre ktory plati P = Rad(g1, g2 = I, g3 = I3).

Ak je asociovany prvoidedl P uplny prienik, tak je aj mnoZinovy tplny prienik, t.j. g; = Fj. Ak
asociovany prvoidedl P ma pif generdtorov, tak je mnoZinovy dplny prienik. V tomto pripade
Bresinsky uviedol v [2] aj ndvod na konStrukciu polynému g;, kde

g1 = tad +h, h € (x1,29,23), ¢ € Na P = Rad(g1, Fz, F3).

Najskor sa ndjde taky polyném go, pre ktory plati, ze F|® = z{*** gy mod (F3, F3).
Presné vyjadrenie polynému g, ndjdeme v ¢lanku [2]. Zdroven g,* = x7%**'**2 g; mod (F3, F3).
Z toho je zrejmé, ze F)*™ = p{13os12tasenas g mod (1, Fy).

Pouzitim myslienok z tejto prace sme skonStruovali taky polyndm (), pre ktory tiez plati
P = Rad(Q, F,, F3). Pozri pracu [7].
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ajzaze—1 ror
h 273 h h _a14rorstaizasqasze—rah
Q — E (_1) ( )x20¢42 x3a43 x414 eratogazaczz—rah
h=0

h
a13re—1
n Z (7’27“3) xtlxm(h—Oélsocaz)m2a32(a13r2—h)x3a43hx4a14(r2r3—h) +
h=a13a32
rors
n Z h (7"27"3) quhfoz13a317“2+oz13a21a32 ($3a131‘4a14)T2T3_h.
h=a13r2

Priklad 4. Zoberme konkrétnu Gorensteinovu krivku C'(5,6,8,7) v A4. Asociovany prvoidedl
P ma bazu

M ={F, =23 — a3y, F, = 25— 1114, F3 = 23— x2x2, Fy = 2% —xox3, F5 = 1173 —$2x4}
Priamo z nagich tvah vyplyva, Ze polyném ma tvar Q) = x5 — 4zox303 + 62110305 — datwsz, + 2]
aP = Rad(Q F5, F3). Ak pouzijeme Bresinského postup, tak

g1 = 15 — dwow3xd + 623 w913 — daiwsry + 2], pricom polyném Q = g; + 6x122 F3.

3 Vlastnosti asociovaného idealu ku monomialnej krivke

Su zname vysledky, kedy sa podarilo ukazat, Ze pocet nadploch, ktorych je monomidlna krivka
prienikom, sa zniZil na h — 1, ¢o je ekvivalentné s tym, Ze monomidlna krivka je bud’ iplnym
prienikom alebo mnoZinovym tplnym prienikom. H. Bresinsky, W. Gastinger ukézali, Ze
niektoré triedy monomidlnych kriviek v Stvorrozmernom afinnom priestore st prienikom troch
nadploch. H. Bresinsky v [2] sa zaoberal Gorensteinovymi krivkami a ich asociovanymi idedlmi,
W. Gastinger v [6] takmer tiplnymi prienikmi, kedy asociovany idedl md minimélnu bazu zloZenu
zo Styroch generatorov. Uvedieme zdkladné vlastnosti minimélnej bidzy asociovaného idealu ku
monomidlnej krivke v §torrozmernom afinnom priestore.

3.1 Minimalna baza asociovaného idealu ku monomialnej krivke

Zoberme biném H?Zl X — Hf L2V zidedlu P taky, ze 1;0; = 0,4 = 1,2, 3, 4. Je zrejmé, Ze
pre takyto biném plati 37 yin; = S, ¥y,

Maiéme dva zdkladné typy binémov z idedlu P:

i) xzixzj wFalt {d, g,k 1 ={1,2,3,4}, viv; vy = §/ alebo

i) x— xj Tttt {i, g k1 ={1,2,3,4},r = O/

“ ., ) . e, . Sy
Ozname biném z* — 35 Yrptr ako (r7'), ak r; je minimdlne, dalej ako (z;', ;) ak
T3 Qi ) Yk

r) = w Yle Py mlmmalnym rj, pricom a; = 1y, oz]k = ozﬂ = (. Kazda baza idealu
Ak OCzl

P obahuje pre kazdé i = 1,2, 3, 4 najmenej jeden polynén z}* — 5y s minimalnym 7;.
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!
Qik .0l i
K3

Oznac¢me eSte polyném x:/ — V) ako (2 (K, 1)), ak r] je minimdlne pri splneni nasle-
dujicej podmienky «a;; # 0 alebo a;; # 0. Definujme podobne ako Bresinsky v [1] mnoZinu
B, ktord m6ze maf vyjadrenie:

1. Zoberme binémy (z7°), s
he{l,234}—{s}.B

2, 3,4 s najmenej dvoma nenulovymi exponentami gy,

17
{(2'), (23%), (23%), (=)}

2. Nech (zj*,2) € Pa(z;},2]') ¢ P, potom bud B = {(}",z}), ("), (x]")}, alebo
B = {(«f, a7, (), (@), (27 (K, 1))},

3. B={(a}",2}), (23", 2)")} UC, C C{(z) (k. 1)), (2, (i, 7))}
Na mnoZine monémov definujeme reldciu #. Pre dva mon6my plati 2" z)"" & x]”2 " prave
vtedy, ked pre ich exponenty platia nerovnosti v;; > 7,2 a y;1 < ;2 alebo nerovnosti opacné.
Pre dva bindmy sa definuje reldcia £ analogicky. x]"a)' — )M a" £ alPx)? — k)
prave vtedy, ked x]" )" £ 2?2 % a siCasne 2" x]" £ wlF "2
Definujme dalej mnozinu Dij,i # j,{i,j} C {1,2,3,4}, Di; = {f = 'z} — x)*z)",
{k,1} C {1,2,3,4} — {4,j}, v < 74 pre polynémy (z,"(k,[)), ak h € {4, j}, pre polynémy
(z}"(i,7)). ak h € {k,l}. Dalej pre kazdy biném f' = x"x /" — z*a]" € P, f' # [ plati
£}
Z definicie mnoZziny D;; dostaneme nasledujiice jednoduché dosledky, ktoré hovoria o vztahu
exponentov polyndmov z mnozin B, D;;, Dy, Dy.
Dosledok 1. Nech B = {(«}'), («3?), (%), (z}*)} a o'z — z)ta) € Dy, {i,j,k,1} =
{1,2,3,4}, tak v < i, h = 1,2,3, 4.

Dﬁsledok 2. Nech B = {(z}",2}"), (z3}), (x]")}. Ak a)'a)* — aa)" € Dy, alebo z]"x)" —
w/a)t € Dy, {i, .k, 1} = {1,2,3,4}, tak v, <y, h=1i,].
Ak x;”x;“ —aba]t € Dy, {i,7,k, 1} = {1,2,3,4}, tak v, <1, h =k, L.

Désledok 3. Nech B = {(z%,27), (1), (2]"), (7 (k, 1))} a 27'z}* — aPa" € Dy, alebo
x)iw)t — xjsz,’“ € Dy, {i,7,k, 1} ={1,2,3,4}, tak y,, < rp, h =1, J.
Ak 91:735;] —apfal € Dy, {i,5,k, 1} = {1,2,3,4}, tak v; <7,y < g, b=k, L

Dosledok 4. Nech B = {(«}", 27 ), (z}}, ")} UC, C C {(a:;](k, D), (xﬁ (i,9))} aa)alt —
x ) e Diy, alebo wlia) —xwlF € Dy, {i,7,k, 1} = {1,2,3,4}, tak y, <71, h =1,2,3,4.
Ak xlix —alba)t € Dy, {i, 5,k 1} = {1,2,3,4}, tak v, <1}, b= j, 1.

Bresinsky dokdzal vety, ktoré by sme mohli sformulovat nasledovne.

Veta 4. (Veta3 v [1, s. 362]) Ak P = P(ny,ng, ng, n4) je asociovany prvoidedl ku monomidl-
nej krivke v A*, tak minimélna bdza tohoto idedlu md vyjadrenie M = B U D;; U Dy, U
D, {i,j,k, 1} ={1,2,3,4}.
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Veta 5. (Veta4 v [1, s. 363]) Nech P je asociovany prvoideal k monomidlnej krivke v A* a nech
st dané dva fubovoIné rozne prvky =" 2" — 2" x| 272" — 2]*2)" z mnoZiny D;;, kde
{i,4,k,1} ={1,2,3,4}. Potom existuje jednozna¢ne uréeny prvok f z mnoziny D;; alebo D;

uréeny nasledovne:

AK it < Yizs Vi1 > gz s Vel > ke, i1 < i, tak f = a7 g TR g it e,
Ak i1 < Yizs Vi1 > Vj2s T < Ve, Y1 > iz, tak f = T g TR ek
Ak v > Yia, Y1 < V2 Ve > Ve, Yo < Yz, tak f = @t TR g g g e,
— Vil T2 ) Yk2 T Yk V32V i =iz
AK vi1 > iz, Y1 < V2, Vel < V2, Y > ie, tak f = x]t P a) - x, .

Veta 6. (Tvrdenie v [3, s. 4])Ak pre asociovany prvoidedl P ku monomidlnej krivke v A* plati
{a]" — x?, x5 — it 2] — 2P} C P = P(ny,ng,n3,ny), tak je tato krivka, resp. ideédl P
(idedlovym) uplnym prienikom.

Gastinger uviedol nasledujicu podmienku pre minimalnu bazu idedlu P.

Lema 1. Nech g; = [[_, ", = 1,...,t si monémy v R. Nech M = {a}' — gy, x? —
92,93 — G4, - - -, §r—1 — G¢ } je minimdlna baza asociovaného prvoidedlu P k monomidlnej krivke

v A*. Nech z, | g1 axy | go, potom existuje také k,3 < k < t, Ze gy = x‘flxgz.

Dokaz: Lema 7.1 v [6, s. 68].

Uvedieme eSte vety, ktoré ndm urcia d’alSie podmienky pre exponenty polyndmov z mnoZiny 5.

Veta 7. Nech B = {(z1"), (z5?), (z5*), (")} € M, kde M je minimélna baza asociovaného pr-
voidedlu P k monomidlnej krivke v A*. Nech z}* — x;”acz““ )" € B, kde ay; # 0, {i,7,k, 1} =
{1,2,3,4}, potom aj; < .

Dokaz: Predpokladajme, Ze x:—:pj” R x;j—x?j"xzjkxla” € B,kdea;; #0,{i,7,k,1} =
{1,2,3,4} a si¢asne aj; > 7y Teda 2 — a9 e T T € P Ak agy < 1y a
vieme, Ze P je prvoidedl, dostaneme x;j_aij —x?ﬂ_”xzjﬁaikx?lm” € P C P+ (xj,mp,x;) C
(4,2}, wp,20). Z toho je x/ "7 € (x5,2] 2k, 11), €0 je spor. Ak o > 7, tak 1 —
T gt T T T € P g aspoit jedno ags # 0, b€ {i,j}, s € {k, 1} a takyto
biném nemoZze patrit prvoidedlu P.

Veta 8. Nech B = {(z",z}), (2}"), (x]"), (ZL’;;(/{?, 1))} a B C M, kde M je minimdlna bdza
asociovaného prvoidealu P k monomidlnej krivke v A* a {4, j, k, [} = {1,2, 3, 4}.

a) Nech a1 # 0, potom oy, < 7.

b) Nech aix + 0, potom ay; < 7.

¢) Nech o, # 0, potom «v,,; < riu =kl

d) Nech ay; # 0, potom Qjy < Ty, u =k, L.

Dokaz: a)Nech:z:Z’“—:v?’“%?ij?“,a:f’—xf‘”x?”a:g”“ € B,kde oy # 0, {i,j,k, 1} ={1,2,3,4}

— . . i tog . v . . P
aoy, > 1. Potom ' — ) T’“z?”“’“xj TR e P, Ak ay < rpavieme, ze P je prvoideal,
—awL _ . oapitags
dostaneme z;'~ " — gtk ’”’“xf‘”m’”xj VT e P C P+ (24, my,xr) C (24, x5, 21, 2,"). Z toho
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. _ v . o o . Capitag s
jex; M € (xi,a:j,ﬁk,xfl), o je spor. Ak ayy > 1y, tak 1 — ™™gk T"x?““"”xj UM e p

a asponi jedno ay,s = 0, s € {i,j}, h € {k,(}, tak takyto biném nepatri prvoidedlu P. Ak by
vSetky ay,s = 0, s € {3, j}, h € {k,l}, tak by 2}F — ;"™ € P, o je v rozpore s predpokladom,
Ze takyto bindm do idedlu P nepatri. Tym je tvrdenie a) dokdzané.

_ Tk o Oki Oki ok o Ti o QGi ) Ok Qi L
¢) Nech napriklad v = k a 2)* — z; "z, Vo)™ 2/ — ;"0 0" € B, kde aj; = 0 a nech
/
/ . Tk Oéji‘f'Oé]m' akjfrj Qg ajl+04kl
ay; > r;. Potom je ;" — x; ; x, " T e P.
rp—oy Qjitay; QkiTTE gt . . C e
Ak ajj, < 1, tak 0 — 2T e M € P Co je v rozpore s minimdlnostou

exponentu 7.

Ak oy, > 1, tak 1 — xzj’fr'“acf‘jﬁa’”x?krrjx?jﬁa“ € P, kde aspoil jedno aps = 0, s €
{j,k}, h € {i,1} atakyto biném nepatri prvoidedlu P. Ak by vietky a,s = 0, s € {j,k}, h €
{i, 1}, tak by ajp, = 1, g = 75 a (;)) = (x? (k,1)), €o je viak v rozpore s definiciou mnoZiny
B. Tym je tvrdenie c) pre u = k dokdzané. Pre ostatné Casti tvrdenia je dokaz analogicky.

Je zrejmé, Ze mnozina B’ = {(x}*,z}’), (x}*), ("))} € B C M a tvrdenia a), b) platia aj pre
mnozinu B’.

Veta 9. Nech B = {(z}',2}), (2", 2]")} UC C M, C C {(x?(k,l)) = x;j — a0
(z,' (i, j)) = 2, — witaei 'y, kde {4, j, k, 1} = {1,2,3,4} a M je minimélna béza asocio-
vaného prvoidedlu P k monomidlnej krivke v A*. Potom aj; < rpaog < T

Dokaz: Ak «j; > r;, tak x;j — aPx? e e € Poorh > rj a P je prvoidedl, tj.

rl—r; =Ty O Qg . A i i
w7 — x,” ;"' € P, €o je v rozpore s minimélnostou i v (7 (k,1)). Analogicky by

sme postupovali pre druhu Casf tvrdenia.

Predchéddzajice tvrdenia davaji nutné podmienky pre minimélnu bazu asociovaného prvoideélu
P k monomidlnej krivke. V dalSej Casti ak budeme hovorit o idedle P, tak budeme mysliet
asociovany prvoidedl ku monomidlnej krivke C' v A%,

Lema2. Nech P = (f1, f2,..., fs) C R = K|z, o, T3y 4] je asociovany idedl k monomidlnej
krivke v A*. Nech je dany idedl L = (fs, f,) [h = q/ h,q € {1,2,...,s}], kde f, =
oyt — a g = y? — a:gj/’“a:la”, pricom plati, Ze i = j, #j € {1,2,3,4},k =Lkl €
{1,2,3,4} — {i,5}, ajr = 0,5y = 0, ;; < r; aaspont dve o, = 0 pre m € {1,2,3,4} — {i}.
Potom (R/L,+) spolu s operdciou ndsobenia e definovanou tak, Ze pre

Va € K|z, z)]apreVf € R/L,ae f = af je volny modul nad K[z}, z;].

Dokaz: Lahko overime, Ze (R/L,+) je modul nad K|z, x;]. Zoberme lexikografické uspori-
adanie kde z; > x; > x; > x;. MnoZina { f;, f,} je Grobnerova bdza idedlu (f3, f,) s reSpek-
tovanim tohto usporiadania. Ak zoberieme Tubovolny polyném f € R = K|x;, xy, x/][x;] a
biném f;, tak existuju jednoznacne urcené polynomy w, g € K|z;, xy, x;|[z;], pricom pre stupefi
polynému g pre neurditd ; plati st (g) <st(fn) = ri, f = wfn +gag = by + box; + bzz? +
e byl T by € Klz;, xy, x;]. Analogicky pre kazdy by € K[vg, z)[z;],d = 1,2,...,7;
a biném f, € Klxy,x|[r;] existuji jednoznacne urfené polynémy wg, gs € Klzy, xi][x,],
pricom pre stupeii polynému g, pre neurcitd x; plati sty (g94) <st(fq) = 7, by = waly + gq a
9a = ay + ajr; + ajri + -+ a;jas;j_l, a? € Klzg, 7], n = 1,2,...,r;. Polyném f sa d4
vyjadrif nasledovne
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f=wf,+g=wF,+b +byw; + bsa? + - +bn ali =
= wfh—l—(wl—l—wzxi—l—ngf—i—---—i—wn )fq+ gl—l—ngl—l—gg:c ot gl =

= wfn+ (Wi + i +wszy + oo+ wn Nt al + dlzy +afe? + -+ agjxgjil—k

+a2xl+a2xzxj+a2x 234 day wa +a3x2+a3x T+ Fag wiel T 1+. Cotal i+
4 ay :Z_l e [4, Chapter 1,82, Exercise 5].

Teda kazdu triedu f € R/L mozeme jednoznacne [4, Chapter 1,§3, Exercise 4] vyjadrit

f=alel+ - +af ox?_l —|—a§0x_¢+~'+a;j oxix;j_l tal e 4 ...

T ri—1 1
+ay exiry +... ta) e}

—1

+tad el lx;] .

Tedaaj0 = alel+ - -+ay e +aleT;+---+ay exia’? ™' +alex?+- - +ay ex?a’? ™'+
aaj0 = a; ay xj ayeT; ay ex;T; azer; a3 eT;T;

j
1 -1 —1 ;-1

+a, o x4 a’) e gl x]J =

—al + a2z, + a3z + - + T‘g_i_l, 2 rj—1 1.2

= oy +ajz; + ayz] ay ay%; + a3w;x; + anzx —i— +ay xzx + +azr; +

CL%Q??IJ‘ 4. +a7"] 2 T’j 1 + ... _i_amx;"i—l +. +0J:Z :1_1 U (fh7 fq) ==W 4+ (f}“fq)’
kde al € K[a:k,xl], n L2,...,r,d= 1,2,...,

KedZe polyném ¥ nie je deliteIny pri danom usporiadani binémami f,, f,, uZ musi byt nulovy
polyném, aby patril idedlu ( f3, f,). Na zdklade vlastnosti polynémov v okruhu

R = Kz, xj, v, x), {1, 5, k, [} = {1,2,3,4} je to mozné prave vtedy, ked

a; =0, n=1,2,...,r;, d=1,2,...,r;. To je ekvivalentné s tvrdenim, Ze bdza

{1,...,27 “'27 1Y je nezdvisld nad K[z, ;] a teda (R/L,+) je voIny modul nad K [z, ;).

Désledok 5. Ak idedl L = (fy, f,) splifa vlastnosti uvedené v leme 2, tak 2727 f = 0 mod L,
p,q € Z; prave vtedy, ked f = 0 mod L.

Dokaz: Platnost postacujicej podmienky je zrejmd. DokdZeme nutnd podmienku.
Ak zoberieme Tubovolny polyném f € R = K|z;, x;, xx, 2], tak patri do triedy

f=alel+ - +a ox’-"i_lx;j*l,kdeag € Klxg,z], n=1,2,...,r;,d=1,2,...,7;.

Nech 2z f = 0mod L, p,q € Z; a (R/L,+) je volny modul nad K [z}, z;], potom je

aPrle f=alalf =0=>0leT+ -+ b el 1$;j_1,kde

by € Koy, x), n=1,2,...,r;, d=1,2,... 1, teda
n=uapaial =0,preVn € {1,2,...,r;}, Vd € {1,2,...,r;}.

Z toho je zrejme uz aj = 0, pre Vn € {1,2,...,r;}, Vd € {1,2,...,7;}., teda f = 0, Co
ekvivalentné s f = 0 mod L.

—.
(¢}

3.2 Minimalna baza asociovaného idealu ku monomialnej krivke ma pif generatorov

Vyuzitim predchddzajicich tvrdeni sa ndm v [7] podarilo dokazat, Ze ak pre asociovany ideal P
ku monomialnej krivke v A? plati, Ze y(P) = 5, tak ma minimalnu bazu M v tvare

(82 T4 (673 Qi O
M = {a] — a7 ay " ay — o ) ok — o

L0
, T x;

(e 73] Qg Vi Ve V5N
b v et —xiw)'

kde {i,7,k,l} = {1,2,3,4}, pricom moze nastaf prave jeden z nasledujicich dvoch pripadov:
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I) iba o;; alebo «vj; mdZe byt nulové a vSetky exponenty musia spliiaf nasledujiice rovnosti:

T = Qi+ ag Qg

T = Qi+ oy,

T = Qi+ Qg

= gt g o,

Wi = Qg g, W= Qg Wy = Qg W = g+ Qg (1)

II) o;; = 0, iba a;; moOZe byt nulové a existuje také v € N, Ze vSetky exponenty spliajd
nasledujice rovnosti:

Ty =+ oy (U + 1)0%2'7

T = Quj + Quy,

Tk = Qg + W,

= Qg + (U -+ 1)Oékl,

Qi + i = (u+ 1)rg,

Wi = Qq; + Qg + U, Wi = Qj,

Wr = Tk — g, W) = Qg + Q. )

Veta 10. Nech P je asociovany idedl ku monomidlnej krivke C'(ny,ng, n3, ng) v A*, pricom
p(P) = 5. Potom je tento idedl (tdto krivka) mnoZinovym dplnym prienikom.

Pre takto vyjadrené minimalne bazy idedlu P uZ staci iba ukdzaf, Ze idedl P = Rad(g1, g2, g3),
gs € P,s=1,23.

Spojenim myslienok uvedenych v pracach [2], [6] konkrétne vyjadrime tri nadplochy

g1 = 0,92 = 0, g3 = 0, ktorych prienikom je dand monomidlna krivka v A%, teda aj dokdZeme,
Ze je dand krivka mnoZzinovym uplnym prienikom. Najskor sa budeme zaoberaf takymi min-
imdlnymi bazami, ktorych prvky spliiaji podmienky I).

I) Nech g, = fo = :L‘;j — 2t gy = fy = ak — ot {i, g,k 1} = = {1,2,3,4}.
Zmenu ubovolného polynému f € R pri¢itanim vhodného ndsobku binémov ¢, g5 oznacime
znakom —. Zoberme f; = x;" — "2 tj.

'I"j'f’k
fijrk — (_1)"’ka Z (Tj]:k> (_1)h(xio¢lixjalj)T]‘T‘kfhxz“lh'

h=0
. v , _ (TiTk rirg+h _ . TiTk
Pri oznaeni b, = (/%) (=1)""" h=0,...,rjreje f' —
apjrp—1

2 : bhmlei(rjrk_h)+04ji(Oélj"’k_h)xjozijhxkajk(Oqukfh)a:l(OCil‘f'akl)h+04jlalj7"k

h=0
Tk

i, ai\rjrg—h, . rih
+ § b (7" 7)™y

h=ay;ry,
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(o — - i QL O o
[l’jalJ(Tjrk h) N :L,ja”h(xi ]zxkjkxl Jl)(al]rk h), ak h < O‘ljrk]

ajkaljfl
; } : bhxiamﬂﬁau(Oéjﬂ”ﬁakiajk)—mh(x;vijmkauc)hxlathrozzj(%n“ﬁ%mm)
h=0
apre—1
+ § : bhx?li(rjrk_h)"‘O‘ji(Oélek_h)Q:jaijhxkajk(alek7h)xl(ail+akl)h+ajl0¢lj7"k
h:ajkalj
riTE
. N h
Y ba(afia )

h=ay;r

. \h .
xkazk) mlazlh

( ) ajkzaljl ( )-rih

apj(Qjiretajpa aprirgtog(ogirgtag o) —r; Qij
= 1 AN J bh% il AL 1% i (xj”
h=0

ale‘k—l

+ 2 : bhxio‘li(Tjrk*h)+aji(aljrk*h)xjaijhxkajk(aljrk7h)xlailh+0ékl(h*ajkalj)
h:ajkal]-

7Tk
Z ’ Nrar.—h  aithtai (h—aprp)+ag (h—a oy
+ bh(xiallxjozl])rjrk hxl il ]l( lj k) kl( jk l])
h=ay;ry,

ayj(airp+ojpag)
Ty

. . 1, o ik - . X .o » e 1 2 . ~ s
Ozna¢me dal¥f prvok =7 “z; 7" — 25 27" *** minimdlnej bazy idedlu P ako f5. Plati rovnost
L _ Qo Qi Yk ; :
L f5 = go — ;" Xy f4. Zre]meje
aj _ Qji kg
L fs = =27z, f mod(gz, g3),
atiez
AUiTiTk pTiTE __ rirk Q1T OGkTiTE pT5TE
§ 5= (—1)"" Zy, J4 mod(ga, g3)
a
rire — ouj(egirktagpak) d ) (3)
L = g1 mod(g, g3).

Pre lexikografické usporiadanie, kde x; > z;, > z; > x; je mnoZina {gs, g3} Grobnerova béaza
pre idedl (g, g3) a z lemy 2 je R/(ge, g3) volny modul nad K|[z;, z;|. Z dosledku 5 je teda aj

FrimE = (_1)T‘jr‘kxaij(a]’kaki+0¢ji7‘k) QR QRITj

5 i T g1 m0d<927 93)- 4)

~ v, 7z . e v ; Qg5 . . s v
Dalsi generator idedlu P oznacme f; = z;' — x; Y rp®it it a plati, Ze

Qi+

x?ljfl = f4 m0d<927g3)’
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Pouzitim rovnakych vlastnosti ako pri generdtore f5; dostaneme

Tk __ — 1)k QO T+ O T T — Q| ki L5
1 = .

T 91 mod(gz, g3). &)

Ak P je asociovany idedl ku monomidlnej krivke, tak je prvoidedl a P = Rad(P), g, € P.Z
toho nam vyplyva, Ze (g1, g2, g3) C P a tato inkldzia ddva

Rad(g1, g2,93) € P = Rad(P). KedZe si platné (3),(4),(5), velmi lahko si uvedomime, Ze
P C Rad(g1, g2, 93). Ztohoje P = Rad(gi, g2, g3) atym je ast vety pre I) dokdzand (pozri [7]).

II) Teraz sa zaoberajme minimalnymi bazami M, pre ktoré si splnené podmienky II). Ako
sme uz vySSie uviedli, staéi ukdzat, Ze P = Rad(G1,G2,G3), Gs € P, s = 1,2,3. Nech
Gy =F, = x;j — 2, Gy = Fy o= ap — aftat (i gk, 1} = {1,2,3,4}. Zmenu
Tubovolného polynému f € R pric¢itanim vhodného ndsobku binémov G5, G3 oznac¢ime znakom
—>.

Zoberme Fy = ' — xf”x?” , L.

TiTk
o = ) (et

h=0
. v , _Arirg b o . TiTk
Pri oznaceni b;, = ( " )(—l)wk ,h=0,...,rrpje By 7 —
apjrp—1
§ bhg:?li(rjrk_h)"!‘aji(alj'rk_h)xjocijhxkajk(alj’l‘k—h)aj'lflh
h=0
T’j'f’k
api,. o \rirE—h,.rih
+ E bp (27" ;)9
h:aljrk

. . — .. Qj; Oy . —
[0 (ime=h) oy g sciah (g 29 PR Y Qume=h) ak b < o]

aprp—1
2 : bhx;)éu(Tﬂ’k—h)+(aji+uakz')(azﬂ"k—h)xjaijhzkwk(aljrk.—h)m;l(aiz-i-akl)-i-uazﬂkakz
h=0
T

i, ai\rjre—h, Tih
+ E b (" 7)™y

h=ay;ry

[,k (Th=h) kak(alﬂk—h)(g;?’”q;?“)“(o‘lﬂk_h), ak h < ay;ri]
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wkaljfl
j : aprirgt+oa (o +uag ) re+agiwe)—rih /o o \h . o
bhxi 1Tk l](( ji kL) k ki k) i (IJ ijkazk> xlazlh+a1]a]kakl
h=0
apirp—1
+ 2 : bhx?u(mrk*h)Jr(ajHruam)(Oézﬂk*h)xjaijhkak(aljrk—h)x?(aiﬁaszualﬂkakl
h=way;
T]'Tk
) N h
+ § bh(x?lzxjazj)mm h‘,L,Z“z
h=ay;ry
[mkwk(rkalj—h) — xkaikh<x?ki$lakl)(wkalj—h), ak h < Wk;al]]
wrag;—1
Qoo j : aprirtag; (g Huog ) rg+agiwg)—rih o ag; N )
— :L‘l 175Kl bhcrl LiTjTE l](( Ji kz) k ki k) i (.T] ”xkalk) xlallh
h=0
apjrg—1
+ } : bh’x?li(rjrk_h)"r(aji"ruaki)(alj"’k_h)xjoaijhajkwk(aljrk—h)l,;laz‘l"!‘akl(h_wkalj)
h=wpa;
TTE
ay; Nrarp—h Qihtuag (h—aprg)+ag (h—ajwr)
+ Y byl ' ’
h=ay;ry

A Ok
- .I'l 7 G]_.

4 v, 2 . ~ v . QG . . . v ,
Dals{ generator idedlu P ozna¢me [} = z* — x ;Y ki Vieme, Ze plati
agj aji+(u+1)ag,
xj”Fl = —ux;’ (ut)e F; mod(Gsq, Gs)

atiez

x?lekaF{jrk = (_1)7”‘7"!’}@xgaji+(u+1)aki)rjrkFiljrk mod(G2’ Gg)

a sucasne je
i A
FP™ =29 MG mod(Ge, Gs). (6)

Pre lexikografické usporiadanie, kde z; > x), > x; > z; je mnoZina {G,, G3} Grobnerova baza
pre idedl (G2, G3) azlemy 2 je R/(Ga, G3) volny modul nad K [x;, x;]. Z désledku 5 je teda aj

FlrJrk = (_1)TJTkx?‘ZJajzrk U QG Tk akz(Tjrk "Jkal])Gl mod(G27G3). (7)

Oznatme dalii prvok 7 z}* — x”2;" minimédlnej bézy idedlu P ako F. Plati, Ze z{* F; =
z"Fy mod(Gsy, Gs) atiez

aki’f’j’f‘k T‘]'T‘k _ UJijTk T’j’l"k
F; dostaneme

mod(Gs, GGi3). Pouzitim rovnakych vlastnosti ako pri generdtore

Fg‘ﬂk — (_1)7‘37‘kx?1](urkak1 ) Wkakzazjx;'-’kaklr]Gl mod(Gs, Gs). (8)
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Ak P je asociovany idedl ku monomidlnej krivke, tak je aj prvoidedl a P = Rad(P), G1 € P.
Z toho vyplyva, ze (G1,Gy,G3) C P a Rad(G1,Gs,G3) C P = Rad(P). KedZe platia (6),
(7), (8), velmi Tahko si uvedomime, ze P C Rad(G4, G2, G3). Z toho je P = Rad(G1, G, G3)
a tym je veta dokazana.

Ak zoberieme prvoidedl P pre pripad I) m6Zu nastaf tieto Styri pripady:

a) ag =0 AN aj; =0
b) ag #0 N aj £0
c) ag #0 A aj;; =0
d) oy =0 A o #0

Ak asociovany idedl P ku monomiélnej krivke C(nq,ng,n3,ny) nie je idedlovym dplnym
prienikom a numerickd pologrupa H = (ni,ns, n3, ny) je symetrickd, dd sa lahko overit, Ze
tento idedl patri do triedy a).

V [16] moZeme ndjst dve triedy monomidlnych kriviek

C(4s — 1,4s,4s 4+ 1,6s) a
C4s+1,4s+2,4s+ 3,65+ 3), s€ N, s > 2.

Minimalna béza ich asociovanych prvoideélov je

1 s+l s

s+1 s— 2 2 -1 s s
{2 — o™ x5 — mivpay, vy — 21, 7 ;g xiry — xix’}

+1 s+1

s+2 s—1 2 2 s s
{7 — wjmpw) ", 25 — wxpmy, T — Ty, X5 Ty — )

S
i r — T,

pre (4,7, k,1) = (3,4,2,1) a (i,5,k,1) = (1,4,2,3). Priamym vypoctom zistime, Ze rovnosti
(1) platia pre exponenty generatorov tychto idedlov. Asociované prvoidedly oboch tried kriviek
patria teda do triedy b), a tym je dokdzané, Ze st aj mnoZinovym uplnym prienikom.

Ak pouZzijeme vhodnui permutédciu indexov i, j, k, [ pre idedl z triedy d) [triedy c)], ziskame
vyjadrenie idedlu z triedy c) [triedy d)]. UkdZeme asponi dva konkrétne priklady monomidlnych
kriviek, ktorych asociované prvoidedly patria do tried c¢) alebo d).

Dalej uvedieme jeden priklad monomislnej krivky, ktorej asociovany prvoidedl ma vyjadrenie
pre pripad II). Asociovany prvoidedl k tymto krivkam sme spocitali pomocou uz spominané¢ho
programu Macaulay vytvoreného D. Bayernom a M. Stillmanom.

Priklad 5. Zoberme monomidlnu krivku C(8,9,15,19). Jej asociovany idedl je P = (x5 —

ToT3, To> —T1 T4, T3 — T 1250y, 23— 1103, 2303 —1374). Pre (i, 4, k, 1) = (3,2, 4, 1) md vyjadrenie
ako idedl pre I) z triedy c) alebo pre (7,7, k,1) = (1,3,2,4) z triedy d). Odtial' je krivka

C'(8,9,15,19) mnozinovym dplnym prienikom a

P = Rad(gy, 25 — zy24, 77 — 2123), kde

6

6

g1 = 1§ — 6z x5y + Z (—1)%*" (h) (2925)° 23"~ [trieda c)], alebo
h=2
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P = Rad(g,, 5 — x124, 75 — 217574), kde
’ 9
91 = Z (—1)9+h (h) O3haphal 4 Z 9+h( ) 1 hxgmg(fi h)wi‘ o

9
+3 (=T (2) (2122)" 2210 [trieda d)].

Priklad 6. Minimédlna bdza asociovaného idedlu ku monomiélnej krivke C'(12, 13, 20, 23) je
M = {2? — zoxy, 1ot — 1123, 25 — P2w9my, 12 — Tiws, 2205 — 2214}

Idedl J generovany takouto mnoZinou ma vyjadrenie ako idedl pre I) z triedy d) pre (7, j, k,1) =

(2,3,1,4) alebo z triedy c) pre (4,7, k,1) = (3,1,4,2). Z toho je dand krivka mnoZinovym

uplnym prienikom a pre triedu d) je

J = Rad(gy, 7} — wox4, 75 — viw074), kde

9
9
g1 = —13 + 9125 05 — 367 1562374 + Z (=1)"*" (h> (x323)"" ha:ih °

alebo pre triedu c) je J = Rad(g}, 2% — xomy, 25 — 2323), kde

/ 6+h 2\6=h 4n—a
g, = x8* — 623202502y + E ( ) (r1235) @y

Priklad 7. Minimélna bdza asociovaného idedlu / ku monomidlnej krivke C'(34, 20, 75, 37) je
5 2 9 2 3_ .25 2 3 7
M = {2} — 2913, 15" — wiw324, 75 — 2325, 13 — 1105, W03 — whT4}.

Idedl I generovany takouto mnozinou md vyjadrenie ako idedl pre II) pre (7, j, k, 1) = (2, 3,4, 1).
Z toho je dand krivka mnoZinovym tplnym prienikom a

220 1)6+h 3h—2, 30~Th, h, 4—h
G = a3t — 3339344—5 () xy Ty Magx,

> (0 ()
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4 Zaver

Klasicky problém algebrickej geometrie ndjst najmensi pocet ploch, ktorych prienikom je dana
algebraickd afinnd varieta v h-rozmernom afinnom priestore, je sice vo vSeobecnosti stdle
otvoreny, ale v tejto praci sme ukdzali niekol'ko Specidlnych tried algebraickych ireducibilnych
variet, pre ktoré sa podarilo pocet nadploch, ktorych su prienikom, ur¢if. Venovali sme sa
hlavne monomidlnym krivkdm v Stvorrozmernom afinnom priestore, ktorych asociovany ideal
ma minimdlnu bdzu s piatimi generatormi. Ukézali sme, Ze vSetky takéto idedly, a teda aj
monomidlne krivky, si iplnym alebo mnoZinovym Uplnym prienikom, a teda najmensi pocet
ploch, ktorych st tieto ireducibilné linearne variety prienikom, sa rovnd trom. Okrem toho sme
ukdzali aj konkrétne vyjadrenie tychto troch ploch.
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Abstracts

3. Cizmar: On a Certain Cyclic Birational Correspondence in P"(k)

In this paper a birational cyclic correspondence 7 is described in an 7-dimensional projective
space P'(k) (n = 2) over an algebraically closed field kof characteristic 0. The
correspondence 7 is described as follows: in the space P’(k) a non-incident point Oand
a regular hyperquadric are given. A point (y ") € P’(k) corresponds to an arbitrary point
(y) e P'(K) if: a) points O, (), (¥ ) are collinear; b) if (*7), (?/) are intersection points of the
straight line O(y) with the hyperquadric Q, then the cross-ratio ((:ACA())(¥")) = ¢, & being
the primitive 77" root of 1 (m > 3). The following sets are found: a) the fundamental variety;
b) the set of all irregular points; c) the set of all biregular points; d) the homaloidal system
and its properties; e) structural properties of the associated map.

M. Kocandrlova, J. Markova: Sum of a Finite Sequence of Powers of Natural
Numbers and Perfect Suqares

Two possible approaches to find the final sum of the powers of natural numbers are shown,
by means of solving linear equations. Simple algorithm is derived to generate sums,
comparing the table of known coefficients of polynomials with Pascal triangle. Finally,
application of sum of squares of natural numbers to finding perfect squares is presented.

S. Tomiczkova: Pentagonal Tiling of the Plane

Pentagonal tiling is a tiling or tessellation of the plane where each piece (tile) is a pentagon.
We describe classification, history and some properties of pentagonal tiling.

H. HoleSova: Associated Ideals of Special Classes of Monomial Curves as Set-
Theoretic Complete Intersections

Associated ideals of algebraic varieties are studied in the connection to determining the
number of surfaces of which the algebraic varieties are intersections. In this article we deal
with associated prime ideals of monomial curves. We show for concrete classes of monomial
curves that their associated ideals and these monomial curves are ideal or set-theoretic
complete intersections.
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