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O idealoch v pologrupe S, zvyskovych tried (mod m),
o minimalnych a maximalnych idealoch v S,, s ohl'adom
na jej podmnoziny — lokalna Eulerova-Fermatova veta

Imrich Abrhan

Abstrakt

V prvej casti prace je definovany pojem
maximalneho nezavislého systému hlav-
nych idealov v pologrupe Sy zvyskovych
tried (modm) apomocou maximalneho
nezavislého systému hlavnych idedlov sa
definuju  podmnoziny pologrupy  Sp.
Dokazané st tiez tvrdenia 0 minimalnych a
maximalnych idealoch v S, atvrdenia
0 minimalnych  idealoch v okruhu Sy
s ohl'adom na tieto podmnoziny v Sp,.

V druhej cCasti prace sa vySetruju vlastnosti
takych hlavnych idedlov v Sp, ktoré
obsahuju jednotkovy prvok.

V tretej Casti prace je dokazana lokalna
Eulerova-Fermatova veta.

KPucové slova: pologrupa Sy, zvyskovych
tried (mod m), hlavny ideal v Sp, (aj v okru-
hu Sp,), Greenova relacia ekvivalencie na

Sm, Sm/ 8 — mnozina 9 — tried priradenych
reléacii ekvivalencie ¢ na Sy, ¢iasto¢né
usporiadanie na Sp/9, (a, b) — najvacsi
spolo¢ny delitel’ celych ¢isiel a>1, b>1,
maximalny nezavisly systém hlavnych
idedlov v Sy, minimalny (maximalny) ideél
V Sy (minimalny aj v okruhu Sy,) s ohl'adom
na podmnozinu B ¢ S (@ # B), lokélna
Eulerova-Fermatova veta.

1 Uvod

Abstract

Concept of maximal independent system of
principle ideals in the semigroup Sy, residual
classes (mod m) is defined in the first part
of this paper, and subsets of semigroup S
are defined by means of this maximal
independent system of principle ideals.
There are also proved theorems on minimal
and maximal ideals in Sy, and theorems on
minimal ideals in the ring S, with respect to
these subsets of Sy, .

Properties of such principle ideals in Sy, that
contain unit element are studied in the
second part of this paper

Local Euler-Fermat theorem is proved in
the third part.

Key words: semigroup Sy, of reminder
classes (mod m), principle ideal in Sy, (also
in ring Sp), Green equivalence relation on
Sm, Sm/ 3 — set of 9— classes related to
equivalence relation 9 on Sy, partial
ordering on Sp/ 9, (a, b) — maximal common
divisor of integer numbers a>1, b>1,
maximal independent system of principle
ideals in Sy, minimal (maximal) ideal in Sy,
(minimal also in the ring Sy,) with respect to
subset B < S (@ # B), local Euler-Fermat
theorem.

V tejto praci a v pracach [8], [14], [17] sa vySetruje Struktira multiplikativnej pologrupy Sp
zvySkovych tried (mod m) metddami tedrie pologrup. VySetruji vlastnosti idedlov, napr.
minimalnych, maximalnych idealov v Sy, s ohl'adom na podmnoziny v Sy, (pozri [2], [3], [4])
a minimalnych idealov v okruhu Sy, s oh'adom na podmnoziny okruhu Sy, V tretej casti prace
je ukazané, zZe lokalna Eulerova-Fermatova veta je dosledkom vety 2.9 z prace [8].

G - slovensky Casopis pre geometriu a grafiku, rocnik 14 (2017), Cislo 27,s. 5 — 18

5



Imrich Abrhan

Niektoré vysledky o Struktare Specialnej pologrupy Sy sa aplikuja napr. v kryptologii.

Predovsetkym uvedieme zakladné pojmy (ich oznacenia) a tvrdenia o tychto pojmoch, na
ktoré sa budeme v d’alSom odvolavat’ (nebudeme ich bezprostredne ¢asto uvadzat’ a budeme
ich povazovat’ za zname).

Pod cislom (pokial nebude iné poznamenané) budeme v d’alSom rozumiet ,,celé¢ Cislo®.
V pripade, ze Cislo a deli ¢islo b (alebo a je delitel'om ¢isla b) budeme pisat’ a | b . V pripade,
zeCislo anedeli ¢islo b, budeme pisat’ a}b. Najvacsi spolo¢ny delitel’ ¢isel a, b budeme
oznacovat' (a, b).

V d’alsom budeme pod zapisom

(o7 (02 Q)
m=p* p,°.. pkk

rozumiet’ kanonicky rozklad ¢isla m>1, kde p;, p,,..., P, S0 navzajom rozne prvocisla a

a,, &, ..., a, suprirodzené cisla.

Veta 1.1 (pozri napr. [9]). Nech m=p* p;2... p;¢ je kanonicky rozklad celého ¢isla m> 1.
Potom ¢islo d je kladnym delitelom ¢&isla m prave vtedy, ak d=p pf..p/, kde

B Py, ... B sinavzdjom rozne celé Cislaa 0< <o, 0< B, <a,, .., 0< B <¢,.

Mnozinu v§etkych navzajom réznych kladnych delitelov ¢isla m oznaéme znakom D(m).

Nech je celé ¢islo m>1 a Sy je mnozina zvySkovych tried (mod m). V d’alSom budeme
znakom S, oznacovat' multiplikativhu pologrupu (v d’alSom ,,pologrupu S,*) zvySkovych
tried (mod m) (s ohl'adom na binarnu operaciu nasobenia na Sy (mod m)) (pozri napr. [4]).
V pripade, ze pod Sy budeme rozumiet’ okruh sohladom na bindrne operacie scitania
a nasobenia na Sy, podl'a (mod m), budeme vzdy pisat’ napr. ,,v okruhu Sy (namiesto ,,v Sp",
ak pod Sy, rozumieme pologrupu zvyskovych tried (mod m)).

1) [X] oznacujeme hlavny ideal v Sy, generovany prvkom X € S,

2) < oznaCujeme Greenovu relaciu ekvivalencie na Sy (definovanu takto: X,y € Sp su
v relacii & naSpy, t.j. X 3 y prave vtedy, ak [X ] =[V].

3) [X]~ oznaCujeme / — triedu priradenu relacii ekvivalencie ~/ na Sp obsahujicu prvok
XeSmt].[X]v={y |y eSnaX v yV}teda[X]=[V]

4) S/~ 0znacujeme mnozinu vSetkych ~—tried priradenych k relacii ekvivalencie ~/ na Sp,.

Na mnozine Sp/ /' definujeme Ciasto¢né usporiadanie < definované takto: [X ]~ <[y ],
X,y € Sy prave vtedy, ak [ X ] < [V ].

Veta 1.2 (pozri napr. [8]). Pre kazdé dva prvky a,b e Sy plati: [a] ~ <[b ]~ prave vtedy,
ak (b, m)/(a, m).
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O idealoch v pologrupe S,, zvyskovych tried (mod m), ...

V d’alsSom budeme namiesto ,,B je podmnozina pologrupy Sp“ struéne pisat ,,B < Sp*
abudeme vzdy predpokladat’, e 0¢ B, t.j. nulovy prvok 0 pologrupy Sy nie je prvkom
podmnoziny B < Sp,.

Poznamka 1.1. Znakom A c B budeme rozumiet, ze A je vlastnou podmnozinou B (A # B).
A c Bznaci, ze bud AcB,alebo A=B.

Ak B < S, znakom B_m budeme oznacovat’ mnozinu S;,\B.

Poznamka 1.2. Nech Sy, je pologrupa zvyskovych tried (mod m) a B < Sy,. Znakom

1) [B] budeme oznagovat mnozinu U{[b ]| b < B}.

2) N(B) (pozri napr. [2], [3], [4], [5]) mnoZinu vietkych X e Sy, takych, Ze pre kazdé b € B
sa [b ]~ nerovna a nie je mensie ako [X ]~ .

Ak N(B) # @, potom N(B) je ideal v Sy,. Ak @ € S, a B={a}, potom namiesto ,,N({a})“

budeme pisat ,N(a)“. Ak N(a)#©, aeSy potom N(a) je ideal v Sy (pozri

predchadzajtice tvrdenie 0 N(B) # @ a nazyvame ho - — idedlom pologrupy Sp (generovany

prvkom a e Sy, (pozri [5])).

3) Ak 3 € Sy a [a]=([a]\[a] ) # D, potom [A] je ideal v Sy,

4) Pre kazdy ideal N v Sy, plati: N nN(B),, # O prave vtedy, ak N "B = 0.

Definicia 1.1 (pozri napr. [2], [3], [4]). Nech B < S,. Ideal N pologrupy S, nazveme

minimalnym idedlom v S s ohl'adom na B, ak N B #© a neexistuje taky ideal N" < Sy, Ze
N'cN a NnB=0.

Veta 1.3 (pozri napr. [2], [4]). Nech B < Sq,.
Potom:
a) Pre kazdd podmnozinu N # @ pologrupy Q plati, ze N je minimalny ideal v Sy
s ohladom na B vtedy alen vtedy, ak existuje také b € B, ¢ N=[b] a [b] 9 je
minimalny prvok v WB)m/ 7.
b) Pre kazdé b e B plati: [b] je minimalny ideal v Sy, s ohPadom na B vtedy a len vtedy,
ak N(B), n[b]=[b] .

Definicia 1.2. Nech B < Sp. Ideal N pologrupy S, nazveme maximalnym idealom v Sp
s ohl'adom na B, ak Nmn nB#@ (Nn= S;\N) a neexistuje taky ideal N" pologrupy Sm, Ze
NcNaNwnB#£0O.

Veta 1.4 (pozri [6]). Nech B  Sy,. Potom:

(@) N je maximany ideal pologrupy Sy S ohl'adom na B vtedy a len vtedy, ak existuje taky
prvok b € B, 7 N =N(b) a [b] - je maximalnym prvkom [B]/ .

G - slovensky Casopis pre geometriu a grafiku, rocnik 14 (2017), Cislo 27,s. 5 - 18 7



Imrich Abrhan

(b) Pre kazdé b € B plati: N(b) je maximalny ideal v Sy, S ohl'adom na B vtedy alen
vtedy, ak N(b), n[B]=[b] - .

2 O minimalnych a maximalnych idealoch v pologrupe S;, s oh’adom na
podmnoziny v Sy,

Definicia 2.1 (pozri [4]). Nech B < Sy Mnozinu hlavnych idealov {[b ]| b e B} pologrupy
Sy nazveme nezavislym systémom hlavnych idedlov v S, ak bud’

o) [a] = [b] pre kazdé a,b e B, alebo
B) existujii také dva prvky a,b €Sy, ze [a] #[b]; potom pre kazdé dva prvky
U,V e Btake, ze [U] # [V], je [a] < [V] a [U] < [V].

Definicia 2.2. Nech B < Sy, Nezavisly systém hlavnych idealov {[b]| b € B} nazveme
maximalnym nezavislym systémom hlavnych idealov v Sy, ak pre kazdé a € Sy, existuje taky
prvok b € B, zebud [b]  <[a] ~ , alebo [a] ~ <[b] .

Znakom D(m) ozna¢me mnozinu vSetkych navzajom réznych delitel'ov celého ¢isla m > 1.

Poznamka 2.1. Na priklade pologrupy Sseo zvySkovych tried (mod m) ukézeme, ako
pomocou vety 1.1 avety 1.2 nijdeme sedem navzdjom réznych maximalnych nezéavislych
systémov hlavnych idealov v Szgp.

Nech m=2°.3?.5=360. Polozme a=3 + 2 + 1, .j.  je stcet mocnin vietkych prvocisel
v kanonickom rozklade ¢isla 360.

(A) Pomocou vety 1.1 najdeme vsetky prvky mnoziny D(360). Podla vety 1.1 plati: Pre
kazdé celé kladné ¢islo d plati:

d € D(360) prave vtedy, ak

d=2A.3%.5" (1.1)
kde B, B,, B, sticelé Cislaa 0< 3, <3, 0< 5, <2, 0< S, <1. Potom plati:
0) Ak
B+p+5=0, (1.2)

potom s ohl'adom na predpoklad ma rovnica (1.2) prave jedno rieSenie, trojicu (0, 0, 0). Podl'a
vety 1.1 je ¢islo 1 delitelom cisla 360 a nazveme ho delitel'om stupnia 0 ¢isla 360.
Mnozina

Do = {1}
je mnozinou vsetkych kladnych delitel'ov stupiia 0 ¢isla 360.
1) Ak
B+ b5+ 5 =1, (1.3)
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O idealoch v pologrupe S,, zvyskovych tried (mod m), ...

potom s ohl'adom na predpoklad je mnozina {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} mnozinou vsetkych
rieSeni rovnice (1.2). Z toho podl'a vety 1.1 vyplyva, ze kazdé z Cisel 2, 3, 5 je delitel'om ¢isla
360 a kazdé z nich nazveme delitelom stupiia 1 ¢isla 360. Mnozina

D;={2,3,5} (1.4)
je mnozinou vsetkych kladnych delitel'ov stupiia 1 ¢isla 360.
2) Ak
B+p+p=2,(<a=6) (1.5)

potom s ohl’'adom na predpoklad je mnozina {(2, 0, 0), (1, 1, 0), (0, 2, 0), (1,0, 1), (0, 1, 1), }
mnozinou vsetkych rieSeni rovnice (1.5). Z toho podl'a vety 1.1 je kazdé z ¢isel 4, 6, 9, 10, 15
delitel'om ¢isla 360 a kazdé z nich nazveme delitel'om stupna 2 ¢isla 360. Mnozina

D,={4,6,9, 10, 15}
je mnozinou vsetkych kladnych delitel’'ov stupna 2 ¢isla 360.
3) Ak
ﬂ1+ﬂ2+ﬂ3:31 (1.6)

potom s ohl'adom na predpoklad je mnozina {(3, 0, 0), (2, 1,0), (2,0, 1), (1, 2,0), (0, 2, 1),
(1,1, 1)} mnozinou vSetkych rieseni rovnice (1.6). Z toho podla vety 1.1 je kazdé z cisel
8, 12, 18, 20, 30, 45 delitel'om cisla 360 a kazdé z nich nazveme delitel'om stupna 3 ¢isla
360. MnozZina

Ds; = {8, 12, 18, 20, 30, 45}
je mnozinou vSetkych kladnych delitel'ov stupiia 3 ¢isla 360.
4) Ak
Bi+p+ =4, (1.7)
potom podobne ako napr. v 3) nagjdeme mnozinu
D4 = {24, 36, 40, 60, 90}
vSetkych kladnych delitel'ov stupiia 4 ¢isla 360.
5) Ak
B+B+B=5(5<a=56) (1.8)
potom mnozina
Ds = {72, 120, 180}
je mnozinou vSetkych kladnych delitel'ov stupiia 5 ¢isla 360.

6) Ak
B+ P+ P, =6,
potom mnozina
D¢ = {360}

je mnozinou vsetkych kladnych delitelov cisla 360.

Polozme P(0, 6) = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}. Zrejme plati:
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Imrich Abrhan

a) D(360) =u{Dj|i € P(0, 6)}.
b) Pre kazdé I,j S P(O, 6)}, i #] je D # Dj aDin Dj = Q.
(B) Pomocou tvrdeni v (A) najdeme sedem maximalnych nezavislych systémov hlavnych

idealov pologrupy Ssgo zvySkovych tried (mod 360).
Ku kazdému Dj, i € P(0, 6) prirad'me systém hlavnych idealov ./ takto:

Do— #o={[1]}
Di— #1={[2],[31.[5]}
D, — 2 ={[4],[6],[9], [10], [15]}
Ds — 3={[8], [12], [18], [20], [30], [45]}
Ds— #4={[24],[36],[40], [60], [901}
Ds — 5= {[72], [120], [180]}
Ds—> 75={[0]}
(C) 1) Pomocou vety 1.2 sa 'ahko ukaze, ze pre kazdé i € P(0, 6) takto definované ./ ; v (B)
je maximalny nezavisly systém hlavnych idealov pologrupy Sseo.

2) Pre kazdé i€ P(0,6) oznaéme H; mnozinové zjednotenie vSetkych prvkov
maximalneho nezavislého systému 7/ idealov V Sgeo. Pre kazdé i, j € P(0, 6) polozme
Hij; = Hi N H;. Potom sa d4 dokézat, ze plati nasledujtice tvrdenie:

a) Ak H; # H; , potom
a) bud Hi < Hj , alebo Hj c H;i
b) bud’ Hjj = H;i, alebo Hjj = H;.

(D) Nech m=p/* py%... p« je kanonicky rozklad celé¢ho ¢isla m> 1. Nech Sy je pologrupa

zvyskovych tried (mod m). Polozme o =4+, +...+¢, a P(0, ) =1{0,1,2, ..., a }.

1) Potom sa da ukazat, ze pologrupa Sp, obsahuje a + 1 maximalnych nezavislych
systémov hlavnych idealov ./, i € P(0, ).

2) Podobne ako v (C) 2), ak pre kazdé i e P(0, ) je Hi mnoZinovym zjednotenim
vSetkych prvkov maximalneho nezéavislého systému ./ ; idedlov v Sy apre kazdé
i,j € P(O, 6) je Hij = Hi n Hj, potom plati tvrdenie o) uvedené v (C) 2).

Lema 2.1. Nech S, je pologrupa zvyskovych tried (mod m). Nech .~ = {[b]|b € B}
maximalny nezavisly systém hlavnych Pavych idedlov v Sp. Nech H=uU{[b]| b € B}
a B=u{[b] ~ | b e B}. Potom
(@) H je podpologrupa (ideal) pologrupy V Sp.
(b) Pre kazdé a e N(B),, plati: [a] ~ je minimalny prvok N(B), / & prave vtedy, ak
aeB.
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O idealoch v pologrupe S,, zvyskovych tried (mod m), ...

(c) Pre kazdé a € H plati: [a] ~/ je maximalny prvok v H/ /" prave vtedy, ak a € B.

Doékaz. Tvrdenie v (a) je zrejmé.
(b) I. Nech [a] /', @ae N(B),, je minimalny prvok v N(B) /< . Predpokladajme, ze
a¢ B. Potom [a] Y N B=0 a podla predpokladu existuje taky prvok ¢ € B, Ze plati

[C] ~ < [a] 4 Ztoho vyplyva, ze [a@] / nie je minimalny prvok Wm/ . To je spor
s predpokladom. Z predchadzajuceho vyplyva, ze a € B.

Il. Predpokladajme, Ze @ € B a [a] / nie je minimalny prvok v Wm/ /. Potom
podl'a predpokladu existuje taky prvok X e Wm ,7ze [X] - <[a] ~ ataky prvok beB,
ze
[b] ~ <[a] ~. Potom [b] — [a]. To je spor s tym, Ze podla predpokladu {[b]| [b] € B} je
maximalny nezavisly systém hlavnych idealov (a,b € B).

Zuvah v |. a ll. vyplyva pravdivost’ tvrdenia v (b).
(c)I. Nech aeH a [a] ~ je maximalny prvok v H/ ./ a a ¢ B. Potom podla

predpokladu existuje taky prvok b €B, ze @ €[b],b e B. Podla predpokladu [a] - = [b] .
Potom @ e[a] v =[b]~ <B, & je v spore spredpokladom. Ztoho vyplyva, e
ac[b]\[b] ~. Potom [a]c[b] ateda [a] ~ <[b]~ , & je spor s predpokladom.
Z predchadzajuceho vyplyva, Zze a €B.

Il. Nech b € B a [b]~ nie je maximalny prvok H/ /. Potom existuje taky prvok
X €H, ze [b] ~ < [X] . Z toho podla predpokladu dostaneme, Ze existuje taky prvok d €B,
7e [X] ~ <[d] . Potom [b] ~ <[d] ~ ateda [b] — [d]. To je spor s predpokladom.
Z toho vyplyva, Ze pre kazdé b € B je [b] /' maximalny prvok v H/ - .
Z ivah v Castiach I. a ll. vyplyva pravdivost’ tvrdenia v (c).

Veta 2.1. Nech su splnené predpoklady lemy 2.1. Potom:

(@) Pre kazdt podmnozinu N < Sy, a N # @ plati: N je minimalny ideal v Sy, s ohl'adom na
B prave vtedy, ak N = [b], b € B.

(b) N je maximalny ideal v Sy, s ohl'adom na B vtedy a len vtedy, ak N = N(b), b €B.

Dékaz. Pravdivost’ tvrdeni v (a), (b) bezprostredne dostaneme pomocou vety 1.1, vety 1.2
alemy2.1.

Lema 2.2. Nech Sy, m>1 je okruh zvyskovych tried (mod m). Potom pre kazdé d € D(m)
(d #m) plati: [d] je podokruh okruhu S,

Dékaz. a) Zrejme plati, ze [d] je multiplikativna podpologrupa v Sp.
b) Ukéazeme, ze [d] je aditivna pologrupa s ohladom na binarnu operaciu s¢itania
v okruhu Sy,
Nech T,V st l'ubovolné prvky v [d]. Potom existuju také dva prvky X,y € Sy, ze U=d X,
V=dy.Potom 0+V=dXx+dy=d(X+Y)[d].
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Dalej ukazeme, Ze ku kazdému prvku T e[d], existuje taky prvok Ue [d],Ze U+ u=0.

Nech T e[d]. Potom existuje taky prvok X € Sp, Ze U =d X . Je zrejmé, Ze existuje také &islo

m,, ¢ m=dm_. Potom m-0=dm —dx=d (m —x) e[d]. Polome U'=m—u. Potom
U+O0=m-u+0=m=0.Z predchadzajtcich uvah vyplyva pravdivost tvrdenia v leme 2.2.
Definicia 2.3 Nech R je okruh a B neprazdna podmnozina okruhu R, 0¢ B, (0 je nulovy

prvok okruhu R). Ideal N okruhu R nazveme minimalnym idealom s oh'adom na mnoZinu B,
ak R m N = @ a neexistuje taky ideal N, okruhuR,ze N "nB=#@a N, < N.

Veta 2.2. Nech S, je okruh zvyskovych tried (mod m). Nech st splnené predpoklady
lemy 2.1. Potom plati: N je minimalny idedl okruhu Sy s ohl'adom na B prave vtedy, ak

N=1[b], b B.

Dokaz. Pravdivost’ tvrdenia vo vete 2.2 dostaneme bezprostredne pomocou tvrdeni vo
vete 2.1 av leme 2.1.

Definicia 2.4 (pozri [10]). Hovorime, ze 'avy (pravy, obojstranny) ideal L(R, N) pologrupy S
je zakryty ideal v S, ak L < S(S\L) (R = (S\R)S), N = S(S\N)S).

V praci [8] je znakom G, oznafena mnozina vSetkych takych prvkov a eSn, pre ktoré je
(a, m) =1 a su dokazané nasledujice dve tvrdenia (a), (b) uvedené v nasledujucej leme 2.3.

Lema 2.3 (pozri vetu 3.1 v [8]).

(@) Sm\ Gn je maximalny ideal v Sy apre kazdy ideal N pologrupy Sm a N #Sy je
N < S\ Gm(b).

(b) Pre kazdé d € D(m) je [d] ~ = Gnd .

Lema 2.4 (pozri [9]). Nech b €Sy, a a € Gy, Potom rovnica b =Xa ma v Sy, prave jedno
rieSenie.

Veta 2.2. Nech N je ideal pologrupy Sm a N # Sy Potom N je zakryty idedl v Sy,

Dokaz. Pravdivost' tvrdenia vety 2.2 je bezprostredne dosledkom tvrdeni v leme 2.3
aleme 2.4.

3 Izomorfizmus hlavnych idedlov [d] pologrupy S s pologrupami zvy$kovych

tried v pologrupe S
d

Veta 3.1. Nech Sy, m> 1 je pologrupa zvyskovych tried (mod m). Nech d eD(m) anech S
d

je pologrupa zvyskovych tried (mod g} . Potom:
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7. (3.1)

S
)

Dékaz. Nech ¢ je zobrazenie S do [d] ([d] je hlavny idedl v Sy generovany prvkom
d

d e Sp) definovany takto:

Pre kazdé X €S, polozme
d

#(R)=xd. (3.2)

d

Potom x, d =xd (mod m) a teda ﬁ =xd . Z toho dostdvame, Ze zobrazenie p: S, —[d] je
d

a) Nech x X, t.]. xlzx(modmj.

zobrazenie mnoziny prvkov S do mnoziny prvkov [d].
d

b) Nech %, %, €S, a p(%)=¢(X,). Potom x d =x,d ateda x d Exzd(mod%d).
d

Z toho vyplyva, ze X = X, (mod%j, tj. X =X.
¢) Nech T €[d]. Potom existuje také X e€S_,ze U=Xd , t. j. u=xd (mod m).

Potom Edzxd modmd a teda EEx modm . Potom R:E
d d d d d

ay o + u
a X) = —|l==—.d==—-d=0.
@(X) (p(dj 5 g 470

Z tvah v a), b) a ¢) vyplyva pravdivost’ tvrdenia (3.1).

Veta 3.2. Nech deD(m),d#m a [d] ~ je podgrupa pologrupy Sy. Potom pologrupa S
d
ahlavny ideal [d] pologrupy Sm generovany prvkom d € Sy si navzijom izomorfné

pologrupy.

Déokaz. Znakom e oznaéme jednotku podgrupy [d] - pologrupy Sp. Potom podla lemy 2.3
existuje taky prvok a podgrupy Gn (jej jednotkovy prvok je 1) pologrupy Sp, ze e=d a.

Nech ¢ je zobrazenie pologrupy S, do Sy definované takto: Pre kazdé X €S, polozme
d d

p(R)exda. (3.3)

a) Nech X je 'ubovolny prvok z S . Potom podl'a (3.3) je
d

p(R)exda=xda=(xa)d e[d],
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a teda zobrazenie ¢: S_, do Sy, takto definované (3.3) je zobrazenie S
d

do [d].

f
Nech X je lubovolny prvok S a nech x eX. Potom x = x( —j, a d’alej plati
d

x,d=xd (modm), x da=xda(modm), ateda xld a=xda. Ztoho vyplyva, ze
zobrazenie definované v (3.3) je zobrazenim prvkov mnoziny Sy, do prvkov mnoziny [d].

b) Nech X,X, €S, anech ¢@(X)=¢(X). Potom xda=x,da, adalej plati
d

X, d =x,d (mod m), ateda xldzxzd(modgdj. Potom xizxz[modgj a teda

A

X=X,

c) Nech T €[d]. Ukazeme, Ze plati: existuje také X €S, 7
d

u=xda. (3.4)

Potom u=xda(modm) a %d:xda(modgdj. Potom %:xa(modg], z ¢oho

(£j=>2é,ateda ﬁ:(ﬂja-l.
d d
U)=a-_ (O)= u, -
)=|—|a da=|—=|data=—d-1=0.
o =( Ja aa=(G Jgaa=g
d) Nech %, X, €S,,. Potom

d

P(%) p(%)= (% da) (x, d a) = X, %, (d @) = () d & = p(x,X,)

(lebo d @ =e je jednotkovy prvok v [d]).
Z predchadzajuceho vyplyva pravdivost’ tvrdenia vo vete 3.1.

Désledok 3.1. Nech deD(m), d#m a [d] ~ je podgrupa v Sy Potom okruh S_
d
a podokruh [d] okruhu Sy, st navzajom izomorfné.

Dékaz. V dokaze vety 3.1 je ukdzané, ze zobrazenie ¢: SE do Sy definované v dokaze
vety 3.1 vztahom (3.3) je izomorfné zobrazenie multiplikatiinej pologrupy okruhu Sm na
multiplikativnu pologrupu podokruhu [d] okruhu Sy (podla lemy 2.2 je [d] pododkruh
okruhu Sp). Stac¢i teda dokazat, ze takto definované zobrazenie ¢: Sm_> Sm je aj
izomorfizmus aditivnej pologrupy okruhu Sm na aditivnhu podpologrupu pdodokruhu [d]
okruhu Sp,. d
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Nech %, X, €S, . Potom:

o

p(X+¥)=p(x+y)=(x+y)da=xda+yda=p(X)+e(y).

Z predchadzajucich uvach vyplyva pravdivost’ tvrdenia v dosledku 3.1.

4 Lokalna Eulerova — Fermatova veta

Nakoniec V tejto praci ukazeme, Ze lokalna Eulerova-Fermatova veta je (bezprostrednym)
dosledkom vety 2.9 publikovanej v praci [8].

Pod pojmom pologrupa S budeme v d’alsSom rozumiet’ kone¢nu pologrupu.

Predovsetkym uvedieme definicie pojmov a tvrdenia (zname) o tychto pojmoch, ktoré su
pravdivé pre kone¢né pologupy a budeme sa na ne v d’alsom odvolavat’ (pozri napr. [8], [14],

[17]).
(A) (a) Znakom E(S) budeme oznacovat’ mnozinu vSetkych idempodentov pologrupy S.

(b) Budeme hovorit, ze prvok x € S patri prvku e € E(S), ak existuje také prirodzené
Cislo p, ze X’ =e.

(c) Znakom P(e) budeme oznafovat’ mnozinu vsetkych prvkov pologrupy S, ktoré
patria prvku e € E(S).

Platia nasledujuce tvrdenia:

(d) Ak S je komutativna pologrupa, potom pre kazdy prvok e € E(S) existuje prave
jedna P(e), a kazda podgrupa P’ pologrupy S taka, ze P# P(e), nie je mnozinou
vSetkych prvkov patriacich e € E(S). V tomto pripade podpologrupu P(e)
pologrupy S budeme nazyvat maximalnou podpologrupou patriacou prvku
e € E(S).

(e) Prekazdé e,e, e E(S) ae #e, Je P(e)P(e,)=0.

H S=u{P(e)|e € E(S)}.

() Pre kazdé a €S plati: a e E(S) prave vtedy, ak existuje také d e D(m), ze
ae[d] ~ a[d]~ je podgrupa pologrupy S (a je jej jednotkou). Ak [d] -,

d e D(m) podgrupa pologrupy S a e € E(S) je jej jednotkovy prvok, potom [d] ~
budeme oznacovat’ G(e), t.j. [d] & = G(e).

(h) G(e) = P(e).

(1) m=p* py2... p;* je kanonicky rozklad celého ¢isla m > 1. Znakom « (m) ozna¢me
max{a,, a,, ..., o }.

(J) Prekazdy prvok x € S:
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a) existuje také e € E(S), ze x € P(e),
B) x“™ eG(e).

(B) V praci [8] je dokazana veta:

Veta 4.1 (pozri vetu 2.9 v [8]). Nech d € D(m), d #m. Nech [d] -/ je podgrupa pologrupy
Smae je jej jednotkovy prvok, t. j. [d] &/ = G(e). Potom pre kazdé a € [d] -/ plati:

a(p(?j =e(mod m).

Veta 4.2 (lokalna Eulerova-Fermatova veta). Nech X eS_ . Potom existuje také e € E(S)
ataké d e D(m), ze XeP(e), [d] ~ je podgrupa pologrupy Sm, € je jej jednotkovy prvok
a plati:

Mg ™ (m)
X W(dj = %™ (mod m).

Dokaz. Nech X €S . Potom podla tvrdeni o) a B) v (j) existuje také € € E(S), Zze xe P(€)
a x“™ eG(e). Potom podla tvrdenia a (g) existuje také d € D(m), Ze e € [d]

~, [d] je podgrupa a e je jej jednotkovy prvok. Z predchadzajiiceho podla vety 4.1
dostaneme, zZe plati:

m

(x“(”‘))q{gj =e(mod m).

Potom

m

(Xa(m))(p(gj %M — g xa(m) (mod m)
a teda

a(m)¢7(%j+a(m)

X =x“™ (mod m),

¢o bolo treba dokazat’.

Zaver

V prvej Casti prace je definovany nezéavisly (maximalny nezavisly) systém hlavnych idedlov
pologrupy Sy, zvyskovych tried (mod m).

Na priklade pologrupy Ssg zvySkovych tried (mod 360) je ukazané ako pomocou mnoziny
vsetkych kladnych delitel'ov ¢isla 360 najdeme 6 r6znych maximalnych nezavislych systémov
hlavnych idedlov v Szgo.

16 G - slovensky casopis pre geometriu a grafiku, rocnik 14 (2017), Cislo 27,s. 5 — 18



O idealoch v pologrupe S,, zvyskovych tried (mod m), ...

Pomocou maximalnych nezavislych systémov hlavnych idedlov v Sy su definované
podmnoziny (B) v Sp. Dokéazané st nutné a postacujice podmienky k tomu, aby ideél
v pologrupe Sy, bol minimalnym (maximalnym) s ohl'adom na takto definovanti podmnozinu
(B) V Sy (pozri lemu 2.1 a vetu 2.1).

Dalej je dokazana nutna a postadujuca podmienka k tomu, aby ideal v N okruhu Sy, bol
minimalnym s ohl'adom na takto definovani podmnozinu (B) v okruhu S, (pozri vetu 2.2).
Nakoniec je v prvej cCasti prace je definovany zakryty lavy (pravy, obojstranny) ideal
pologrupy S (pozri definiciu 2.4) a je dokazané nasledujice tvrdenie (pozri vetu 2.3): Kazdy
vlastny ideal v Sy, je zakryty.

V druhej casti prace st dokazané nasledujuce zakladné tvrdenia: veta 3.1, veta 3.2
a dosledok 3.1 vety 3.2.

V tretej Casti tejto prace je ukazané, ze lokdlna Eulerova-Fermatova veta (jej isty tvar —
veta 4.2) je bezprostrednym dosledkom (vzhladom na dokazané tvrdenia uvedené v tivode
(A)) vety 2.9 uvedenej v praci [8].
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Rational minimal surfaces tangent to E. MULLER's surface

Boris Odehnal
Abstrakt Abstract
V ¢lanku sa zaoberdme novou triedou | We study a new class of minimal surfaces

minimdlnych ploch, ktoré sa dotykajd istej
Specidlnej kubickej plochy. UkdZeme, ze
tieto minimdlne plochy moZno raciondlne
parametrizovaf, a Ze su nositelkami
jednoparametrickej triedy kriviek harmonicke;j
oscilacie vySSieho rddu. Kazdd z tychto
minimdlnych ploch definuje svoju vlastnd

jednoparametricki  triedu  asociovanych
minimdlnych  ploch, ktoré si  vSetky
algebraickymi plochami a daji sa tiez

raciondlne parametrizovat.

KFacové slova: Minimalna ploha, algebraicka
plocha, raciondlna parametrizdcia,
polynomickd parametrizicia, Bjorlingov

which are in line contact with a special cubic
surface. It turns out that these minimal
surfaces admit rational parametrizations and
carry a one-parameter family of higher
order harmonic oscillation curves.  Each
of these minimal surfaces defines its
own one-parameter family of associated
minimal surfaces which in turn are all
algebraic. Moreover, they also admit rational
parametrizations.

Keywords: Minimal surface, algebraic
surface, rational parametrization, polynomial
parametrization, Bjorling formula.

VZOorec.

MSC 2010: 53A10, 53A99, 53C42, 49Q05, 14J26, 14Mxx

1 Introduction

Algebraic and especially rationally parametrizable minimal surfaces gained less attention in
the last years. Though the advantages of rational parametrizations for applications in CAD
and CAGD are clearly visible, high degrees and the highly complicated generation of such
minimal surfaces may be a reason for the absence of research in this field. Only older literature
provides some general results on algebraic minimal surfaces, see [3, 5, 10, 13]. Recently, this
topic was picked up in [6] where a rational minimal M&bius strip was studied. In [7], some
further new classes of algebraic minimal surfaces were discovered. These surfaces allow rational
parametrization, are of relatively low degree, and a huge variety of algebraic properties which
were at least known to S. LIE and H.A. SCHWARZ (see [3, 10]) could be verified.

Rational or even polynomial parametrizations of minimal surfaces can be found with help of
the various Weierstra-representations or the Bjorling formula (also due to WEIERSTRASS), see
[1, 2,5, 8, 13]. In the following, we will use the Bjorling formula in order to construct rational
minimal surfaces on scrolls. The initial (boundary) data shall be taken from a special cubic
surface. Until now, useful initial data that yields rational parametrizations of minimal surfaces
is found just by chance.
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Fig. 1. Left: MULLER’s surface with its circles and hyperbolae. Right:
Ellipses on MULLER’s surface.

The cubic surfaces that deliver the initial data in the present case are spheres in some sense.
Together with the planes in the projectively and complex extended Euclidean three-space they
form a set of surfaces that is invariant under a group of transformations generated by special bira-
tional cubic transformations, called axial inversions. In [4], such inversions transforming points
with coordinates (z,y, z) to points with coordinates (z',y’, z’) were studied in the projective
extension of Euclidean three-space. A special version reads

and maps planes ax + by + cz +d = 0 with a,b,c,d € Randa : b: ¢ # 0:0 : 0 to a special
kind of cubic surfaces with the equations

azx + by + (cz +d)(2* +y*) = 0,

and vice versa. (For the sake of simplicity, we have written x, y, and z instead of 2/, v/, and
z'.) These cubics carry three one-parameter families of conics which are the intersections with
the planes in the pencils A(ax + by) + u(cz +d) = 0, Az + p = 0, and Az + py = 0 with
(A 1) € RZ\{(0,0)}.

The contour lines (horizontal curves on the surface) are circles that appear as the members of
a parabolic pencil of circles in a top-view, i.e., in an orthogonal projection in the direction of
the lead which is henceforth assumed to be parallel to the z-axis of the underlying Cartesian
coordinate system.

The curves of steepest ascent (with respect to the vertical lead) are upright cubic circles, i.e.,
rational cubic curves on right cylinders. The top-views of the curves of steepest ascent constitute
the parabolic pencil of circles that is complementary (and thus, orthogonal) to the one previously
mentioned.
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In the following, we pay our attention to the special surface that we obtain if we leta = c =1
and b = d = 0. This particular surface is the image of the plane x — z = 0 under the axial
inversion and has the equation

r— (22 +9%)z =0 (1)

and was first studied in [12].

Obviously, this surface allows two different parametrizations over nearly the same parameter
domain D = R* x [0, 2]

1
(g(l—i-cos u),gsinu, ;) ., (r,u)eD, (2)

or a seemingly simpler version

t
(qcost,qsint, ﬁ) , (q,t) € D. 3)
q

In (2), the parameter curves are the circles in the pencil of planes z = ¢ (with ¢ € R*) and the
hyperbolae in the pencil of planes A\x + py = 0 (with A : x # 0 : 0), see Figure 1 (left). In (3),
the parameter curves are the ellipses (different from circles) in the pencil of planes A\x + pz = 0
(with A : 1 # 0 : 0) and the previously mentioned hyperbolae (see Figure 1, right). The ellipses
in the pencil of planes Az + 2z = 0 through the y-axis are given by ¢ = const. in (3).

MULLER’s surface (1) has three singular points: the pair of absolute points of Euclidean geometry
in the plane z = 0 with homogeneous coordinates (0 : 1 : 4i : 0) and the ideal point of the
z-axis with homogeneous coordinates (0 : 0: 0 : 1).

This particular cubic surface contains three real lines: the y-axis, the z-axis, and the ideal line
of all planes parallel to z = 0.

For any fixed ¢ € R*, the ellipses parametrized by (3) carry only regular surface points. Along
such an ellipse, the surface normals of the cubic surface (1) are parallel to

1
v(t) = ———(cos 2t,sin 2t, ¢*) 4)

Vi+g

and determine a regular and non-torsal algebraic ruled surface of degree six; an example of which
is shown in Fig. 2. For any fixed ¢ € R*, the parametrization (3) gives the parametrization

t
~(t) = (qcos t,gsint, ﬁ) (5)
q
of an ellipse. The pair (v, ) defines a scroll as the envelope of the one-parameter family of
planes (x —y,v) = 0.
2 The minimal surfaces

We use the scroll (v, v) as the initial (boundary) data for a minimal surface. Following [2, 3, 5,
8, 13], we can use the Bjorling formula in order to derive a real parametrization of the unique
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V4

Fig. 2. The sextic ruled surface of normals along an ellipse.

real minimal surface on the scroll (v, v), i.e., the uniquely determined real minimal surface
through the curve ~ with normals parallel to v along ~y. For that we assume that we are given a
curve v : I C R — R? and a unit vector field v : I — S? along . Both are considered to have
complex continuations. Then, the Bjorling formula

t

o) =) ~i [ vx (©)
to

yields a parametrization of an isotropic curve, i.e., a curve of constant slope i whose tangents

are isotropic lines in Euclidean three-space. The existence of the complex continuation of the

curve and the unit normal vector field allows us to set ¢ = u + iv. Then, we extract the real part
of the vector function () and obtain a real parametrization

f(u,v) = Rep(t) (7
of the uniquely defined real minimal surface on the scroll (v, v/).

With the spine curve 7 given in (5) and the unit normal vector field v described by (4), we can
derive the parametrization(s) of the minimal surfaces tangent to MULLER’s cubic surface. We
use shorthand

Cy :=cCoOST, Sy :=sinx,...,C, :=coshx, S, :=sinhz,...
together with the abbreviation p := /1 + ¢* and state:

Theorem 2.1. The one-parameter family of minimal surfaces touching MULLER’s surface (1)
along the ellipses (3) can be parametrized over R? by

6pq2cu0v - 3(]?2 + q4)cuSv + C3u53v
1
f(u,v) = e 6pq*s,Cy — 3(p* + ¢*) 54 Sy + 53053, |- (8)
6¢u(Suq® + pCl)

22 G - slovensky Casopis pre geometriu a grafiku, rocnik 14 (2017), Cislo 27, s. 19 — 30



Rational minimal surfaces tangent to E. MULLER's surface

Proof. We insert (5) and (4) into (6) and find the parametrization of the isotropic curve ¢ : R? —
]R3
. 6pqies + 3i(p? + qt) sy — isz
p(t) = — | 6pg*s; — 3i(p” + q*)er +icy 9)
6pq . 5
6(pc — iq°st)
depending on the complex parameter ¢. Then, we replace ¢ by u + iv and extract the real part

and obtain (8). ]

Figure 3 shows one particular minimal surface mentioned in Thm. 2.1.

RS
///z”,‘li\\\??\%\\\}}

P/ AN

Fig. 3. A minimal surface tangent to MULLER’s surface along the ellipse e.

The curves v = const. on the minimal surface have a very special shape:

Theorem 2.2. The u-curves (the curves with v = const.) on the minimal surfaces (8) are
harmonic oscillation curves and appear as cycloidal curves in the top-view (orthogonal projection
onto the [zy]-plane).

Proof. We use the first and second coordinate function of f = (f!, 2, £3) from (8) and build the
complex variable w(t) = f' + if? which reads in full length

w(t) = qCuCU - ﬁ(pQ + q4)cusv + LC?)us?ﬂ)"i_

6pq
+1 (qsuov - ﬁ(pQ + q4)3usv + 6_11,(]33u53v> .

With EULER’s formula, the latter simplifies to

P>+ ¢
2pq

1

S?w eBiu
6pq

w(t) = (qCv — SU) e
which is a parameter representation of family of cycloidal curves according to [14, 15], because
v = const., and thus, S,, C,, Ss,, and Cs, are constant. Since f?> = ¢, (gS,, + %Cv> is a

harmonic function as long as v = const., the u-curves are harmonic oscillation curves as defined
in [9]. -
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Fig. 4. The top-views of the u-curves on the minimal surfaces are cycloidal
curves: g € [0.6,1.2] (left), only one half of the curves for
q € [1.0,1.4] (right).

Figure 4 shows the top-views of some of the harmonic oscillation curves on the minimal surfaces
given in (8).

According to WEIERSTRASS, the minimal surface (8) can be generated from two meromorphic
functions A, B: D C C — C by computing

A(l - B?)

go(t):/ AL+ BY) | dt, (10)
2AB

see, e.g., [1, 2, 3, 5, 8, 13]. Subsequently, we let ¢ = u + iv and extract the real part f(u,v) =
Me(p) in order to obtain a real parametrization of the thus defined real minimal surface. We
can state and prove:

Theorem 2.3. The meromorphic functions A, B : D C C — C from the representation (10)
of the minimal surfaces (8) tangent to Miiller’s surface read

M (p—q*)— (p+q?)
(p_q2)2 _e—2iw

i . ,
A= p_qZ 267111)_673111; 7 B=
(=) )

(1)

Proof. Following [1, 2, 3, 5, 8, 13], we compute F = (F! F? F3) := 9,f — id,f. Then,
A= (F'—iF?) and B = A/2F? and we end up with (11). O

The meromorphic functions A and B given in Thm. 2.3 can be replaced by rational functions.
This is equivalent to a reparametrization of the isotropic curve ¢ given in (10). The parametriza-
tion of the minimal surface obtained from the reparametrized isotropic curve will in general
not be the same, but an equivalent one. We let w = e~ and arrive at the following rational
equivalents to A and B:

iy 2_ %) w ~:(p—q2)—(p+q2)w2
A—4pq (p—¢*)?*-w?)w, B (==
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A closer look at the parametrization (8) makes clear that the parameter v appears only as argument
of trigonometric functions, whereas v shows up only as argument of hyperbolic functions. Thus,
it is obvious that a reparametrization can turn (8) into a rational parametrization. Moreover, we
can show:

Theorem 2.4. The minimal surfaces (8) that touch MULLER’s surface along ellipses admit
rational parametrizations and are algebraic minimal surfaces of degree 24 and class 42.

Proof. The existence of a rational parametrization is confirmed by simply substituting the
rational equivalents

1—U? 2U 14+ V? 2V
=7 Su = y Loy = )y Pu =

L+U% L+0U? 1-V?2 1-V?2
of the trigonometric and hyperbolic functions into (8). This yields a rational parametrization of
bi-degree (6,6) in U and V' which can be rewritten in terms of rational Bézier functions.

&

From the rational parametrization, the implicit algebraic equation can be found (more or less)
easily by eliminating U and V. This results in a polynomial of degree 24.

The class of these surfaces has to be even, for these algebraic minimal surfaces are orientable,
cf. [3]. The algebraic degree of () equals 6 and its rank equals = 10. The absolute conic of
Euclidean geometry is a three-fold curve on the tangent developable of ¢, i.e., its multiplicity
on the developable is m = 3. According to [3], the class of the minimal surface swept by ¢ and
its conjugate equals ¢ = 2m(r —m) = 42. 0

The rational parametrization mentioned in Thm. 2.4 can easily be converted into a rational
Bézier representation. Figure 5 shows a part of a minimal surface described in Thm. (2.1) with
its control structure.

The following fact is worth to be noted and elementary to verify:

Lemma 2.1. The curves of constant Gaussian curvature on MULLER’s surface are the ellipses
given in (3) with ¢ € R*.

Proof. From (3) we compute the Gaussian curvature function on MULLER’s surface and arive at

4q?
K(g,t) = ————3
= g
which is obviously independent of ¢, and thus, constant along each ellipse for the corresponding
fixed ¢ € R*. ]

As a consequence of Lemma 2.1 and Theorem 2.1, we can formulate

Theorem 2.5. The minimal surfaces (8) touching MULLER’s surface (1) along the ellipses (3)
agree with the minimal surfaces that touch MULLER’s surface (1) along the curves of constant
Gaussian curvature.

A similar result holds true for minimal surfaces tangent to orthogonal hyperbolic paraboloids, see
[7]. In this case the curves of constant Gaussian curvature are harmonic oscillation curves and
the minimal surfaces are of algebraic degree 30, of class 10, and admit rational parametrizations.
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Fig. 5. A part of a minimal surface described in Thm. 2.1 is defined by its
control structure.

3 The associate family

The parametrizations (8) of the minimal surfaces tangent to MULLER’s surface (1) are obtained
by extracting the real part of the isotropic curve (9). The imaginary part of ¢(t) (witht = u+1iv)
is given by

_qu23usv - 3(p2 + q4>Squ - 33u03v
GPQZCUSU - 3(p2 + q4)Cqu + C3u03v . (12)
—65,(¢*C, + pS,)

fJ_(U, 'U) = %

An example of a minimal surface f(u, v) described by (12) is shown in Fig. 6.

Of course, the real algebraic, and indeed rational surfaces parametrized by (12) are minimal
surfaces. They are the adjoint minimal surfaces to (8). The family of associate minimal surface
containing (8) and (12) is obtained as the real part of the one-parameter family of isotropic
curves

f(u,v,7) = Re (eirgo(t)) = c,f(u,v) + s.f(u,v), 7eS. (13)
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Fig. 6. The minimal surface adjoint to (8) with ¢ = 1.

Now, we are able to prove the following:

Theorem 3.1. For any ¢ € R*, the one-parameter family of associate minimal surfaces described
by (13) consists of rational minimal surfaces of algebraic degree 24 and class 42.

Proof. Independent of the choice of ¢, we can say: The minimal surfaces parametrized by (12) are
rational, since the trigonometric and the hyperbolic functions showing up in the parametrization
can be replaced by their rational equivalents. Subsequent to the reparametrization, we can
eliminate the parameters and find an algebraic equation of degree 24. The class of the adjoint
surfaces is 42 as it is the case with (8), since the isotropic curves corresponding to (12) has the
same algebraic properties. From (13) it is clear that the degree and the class of all surfaces in
the family of associate minimal surfaces agrees with that of f and f*, because for any 7 € S',
(13) is just a linear combination of both. Ol

Actually, there are two one-parameter families of rational minimal surfaces associated to
MULLER’s surface (1), i.e., a one-parameter family of minimal surfaces related to each el-
lipse (from the one-parameter family of ellipses) on MULLER’s surface. It is not worth to
mention that this construction of rational minimal surfaces works well for each of the cubic
surfaces mentioned in the very beginning of the present paper. So, there is a five-parameter
family of rational minimal surfaces sharing the algebraic properties with (8).
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4 Some algebraic properties

4.1 Self-intersections

—
N

self - '\ntersect\on

Fig. 7. The self-intersection (red) of the minimal surface (with ¢ = 4/3) is a
part of the intersection with the plane y = 0.

Since the initial data (-, ) is symmertic with respect to the plane y = 0, the minimal surfaces
(8) show the same symmetries. Thus, the plane y = 0 carries one part of the self-intersection of
the minimal surfaces. Fig. 7 shows the intersection of the minimal surface (8) (with ¢ = 4/3)
with the plane y = 0. This planar cycle is of algebraic degree 24 and consists of a sextic (with
multiplicity one, shown in blue) which is not part of the self-intersection. The curve shown in
red is of degree nine and has multiplicity two as the planar intersection of (8). Therefore, it is
part of the self-intersection of the minimal surface. This nonic has triple-points on the x-axis
and the z-axis (at infinity) and a four-fold point at the origin. Further there are four ordinary
cusps on the curve, two of which are located on the (non-singular) sextic and are branch points
of the minimal surface. Since the nonic is a planar intersection of the minimal surface, it is no
surprise that it is a rational curve.

In the plane x = 0, we can only find the y-axis as a part of the self-intersection which is also
contained in the plane z = 0.

4.2 The curve at infinity

The minimal surfaces (8) intersect the ideal plane along the cycle

le(xQ =+ y2)3 =0
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independent of the choice of ¢ € R*. This tells us that the ideal line of all planes parallel to
z = 0 is of multiplicity 18 and the pair of complex conjugate ideal lines y = +ix through the
ideal point of the z-axis is three-fold. The fact that the curve at infinity of these minimal surfaces
degenerates completely, i.e., it splits into a finite number of lines, is in accordance with an old
result by LIE, see [3].

Because of the high multiplicities of the components in the plane at infinity, these lines also
contribute to the self-intersection(s).

4.3 The intersection of MULLER’s surface

The intersection with MULLER’s surface (1) with the minimal surfaces (8) along its ellipses
contains:

1. the six-fold y-axis (of the underlying Cartesian coordinate system),
2. the two-fold ellipse ~ (3) (for any fixed ¢ € R*),
3. the three-fold pair of ideal lines of the complex conjugate pair of planes 2% + y? = 0, and

4. the eighteen-fold ideal line of all horizontal planes (parallel to z = 0).
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Minkowského sucet a sucin vol'ne modelovatel'nych
kriviek

Daniela Velichova

Abstrakt
Clanok  pojednava 0 Minkowského
mnoZzinovych  operacidch  aplikovanych

na volne modelovatelné (aproximacné a
interpolacné) krivky, ktoré su uréené riadiacim
polygbnom a interpolaénymi vahovymi
polynomickymi funkciami. Uvedené su
zdkladné vlastnosti ploch modelovanych
ako Minkowského sucet, resp. sucin dvoch
kriviek, a niektoré ich diferencidlne vlastnosti.
Pomocou ciastoéného Minkowského suctu a
sicinu su definované dve triedy Specidlnych
kriviek nazvanych stuhy a odvodené si ich
vnutorné geometrické vlastnosti.

KPicové slova: Minkowského mnoZinové
operdcie, ¢iastocny Minkowského sucet a
sucin, vol'ne modelovatelné krivky.

Abstract
Paper deals with Minkowski  point
set operations applied to free-form

(approximation and interpolation) curves,
determined by control polygons and
interpolation blending polynomial functions.
Basic properties of surfaces modelled as
Minkowski sum or product of two curves
are presented in addition to some of their
differential properties. Two families of special
curves called laces are defined by means of
partial Minkowski sum and product and their
intrinsic geometric properties are derived and
sketched.

Key words: Minkowski point set operations,
partial Minkowski sum and product,
free-form curves.

1 Uvod

V ¢lanku pojedndvame o aplikdcii Minkowského suctu & a Minkowského sucinu & pri gene-
rovani komplexnych bodovych mnoZin z volne modelovatel'nych kriviek, a uvdidzame moZnosti
ich vyuZitia pri modelovani geometrickych ttvarov, ktoré su diferencovatelnymi varietami troj-
rozmerného euklidovského priestoru. Minkowského stcet a sicin dvoch bodovych mnoZzin si
mnoZzinové operacie definované bodovo, na jednotlivych bodoch prislusSnych mnozin, ako sucet
a sucin bodov zakladného priestoru s danym pevnym referenénym bodom O. Obe operdcie sa
vykondvaju ako opericie s polohovymi vektormi prisluSnych bodov vzhladom na dany refere-
ncny bod. Minkowského stcet dvoch bodovych mnoZin je definovany ako vektorovy sicet a
Minkowského sucin ako vonkajsi sicin polohovych vektorov vsetkych bodov danych mnozin,
detailné definicie pozri v [1].

Uvedené st tiez obe pripustné formy Minkowského kombinécii dvoch mnoZin - stuctova a su-
¢inovd, spolu s ur¢enim analytickych reprezentacii vyslednych dvojparametrickych tried listov
ploch, alebo dvojparametrickych tried oblikov volne modelovatelnych kriviek v pripade Cias-
to¢nych Minkowského bodovych mnoZinovych operécii. Prirodzene je moZzné odvodif vnitorné
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geometrické vlastnosti ziskanych variet v tvare diferencidlnych charakteristik zavislych od vlast-
nosti oboch kriviek vystupujicich ako operandy danych operécii. Detailné opisy a vzorce pre
vypocet diferencidlnych vlastnosti a vnitornych charakteristik vyslednych variet si uvedené
napr. v [2], [3].

2 Minkowského siicet a siictové kombinacie voIne modelovatelnych kriviek

Nech st dané dva obldky volne modelovatelnych kriviek v E3 parametricky reprezentované
normovanymi vektorovymi funkciami definovanymi na jednotkovom intervale / = (0,1) C R

— Xn:AiP[i (Z ra; Pli(u ZyazPl ; - zaZ-Pli(u)> Ju €I,
=0

=0

3

i=0 1=0

1=0 1=0

kde A; = (za;,ya;, za;), B; = (xb;, yb;, 2b;) st vrcholy riadiacich polygénov danych kriviek
a PI; st interpolacné polyndmy v prislusnej forme pre jednotlivé typy volne modelovatelnych
kriviek spliiajice prislusné kritérid (napr. podmienku uzavretého okraja).

Minkowského suctovd kombindcia danych dvoch kriviek je dvojparametricka trieda transla¢nych
ploch definovand na jednotkovom Stvorci 12 C R? pre k, [ € R vektorovou funkciou

s(u,v) = kr(u) + lq(v _k:ZAPl )+ 1> BiPli(v) =

n

(k.A;Pli(u) + 1.B; Pl;(v)) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v))

=0

n

x(u,v) = Z(k.xaiPli(u) + l.ab; Pl;(v))

=0

n

y(u,v) =Y (k.ya;Pli(u) + Lyb; PLi(v))

1=0

n

z(u,v) = Z(k.zaiPli(u) +1.2b; Pl;(v))

1=0
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Obr. 1. Minkowského sti¢tové kombindcie Bézierovych oblikov kriviek.

Kazda plocha tejto triedy sa dd generovaf postivanim k-nasobku jednej krivky (obraz prvej
krivky v rovnolahlosti so stredom v referenénom bode a koeficientom k) po /-ndsobku druhej
krivky (obraz druhej krivky v rovnolahlosti so stredom v referen¢nom bode a koeficientom /).
Diferencidlne charakteristiky takychto ploch moZno vyjadrif pomocou derivécii vektorovych
funkcii definujuicich krivky a v zavislosti od konkrétnych hodndt parametrov &, [ € R.

Ukéazky roznych foriem ploch generovanych ako Minkowského sti¢tové kombindcie dvoch oblu-
kov Bézierovych kubickych kriviek su na obr. 1, vysledné plochy su kubické plochy. Pre hodnoty
koeficientov k = 1 = 1 je definovany Minkowského sucet danych dvoch ploch.

Nech st dané krivky definované pre ten isty parameter ¢ € I = (0,1) C R. Minkowského
suctova kombindcia takychto kriviek

s(t) = k Z APL(E) +1 Z B,Pl(t) = i(/ﬁ.Ai + 1.B,)Pl(t)

1=0

definuje dvojparametricku triedu kriviek nazyvanych stuhy, pozri v [3], [4]. Kazda krivka tejto
triedy je opif aproximacnou krivkou, ktord je parametricky definovand vektorovou funkciou
s(t),t € (0,1) pre konkrétne hodnoty koeficientov k,! € R. Riadiace polygény vsetkych
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Obr. 2. Minkowského Ciasto¢né suctové kombinéacie Bézierovych oblikov
kriviek.

kriviek triedy su urcené vrcholmi, ktoré su suctami prisluSnych nasobkov jednotlivych vrcholov
riadiacich polygénov s¢itavanych ndsobkov danych kriviek. Ukdzky Minkowského suctovych
kombinécii dvoch zhodne parametrizovanych Bézierovych oblikov kriviek sd na obr. 2.

V pripade ¢iastoéného Minkowského suctu pre hodnoty £ = [ = 1 vznikne ako stuctovd kom-
binacia dvoch kubickych Bézierovych oblikov kriviek opit Bézierova kubicka krivka, vid obr.
3, vlavo. Téato Bézierova krivka stupiia 3 zobrazena ¢iernou farbou je krivkou kubickej plo-
chy z obr. 3, vpravo, ktord je Minkowského suctom Bézierovych oblukov parametrizovanych
réznymi parametrami. Vrcholy jej riadiaceho polygénu su sictami jednotlivych vrcholov riadia-
cich polygénov scitancov - povodnych Bézierovych kubickych oblikov. Krivka je parametricky
definovana vektorovou funkciou

s(t) = > (A ® B;)Bess(t),t € I = (0,1) CR,

i=0
kde A; = (za;, ya;, za;), B; = (zb;, yb;, zb;) st vrcholy riadiacich polygénov danych Béziero-
vych kubik a Be;3(t) si Bernstejnove kubické polynémy.

Vzorec pre vypocet prvej krivosti v zaciato¢nom (alebo v koncovom) bode oblika Bézierovej
krivky ma4 tvar

AP(AeAAy)
3| A1 — Ao’

| AP(A Ay Ay)

FL(O) — )
3||As — Ao

K(1)
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Obr. 3. Minkowského Ciastocnd suctova kombindcia Bézierovych oblikov
kriviek na sictovej Bézierovej ploche.

Obr. 4. Trojuholniky urcujice prvu krivost (flexiu) v za¢iatocnom a
koncovom bode Bézierovej krivky.

kde P je obsah trojuholnika AyA; Ay alebo Ay As As, ktory sa dd prepisaf pomocou rozmerov
trojuholnikov, teda diZky jednej strany ||AoA1|| = do alebo ||A2As|| = dy, a vysKy hy, alebo hq,
pozri obr. 4, v tvare

2h 2h
r(0) = 3737%&( ) = 37;-
0 1
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Nech je ¢iastocny Minkowského stucet dvoch Bézierovych kubickych oblikov uré¢enych vrcholmi
riadiacich polygénov Ag, Ay, As, A3 a By, By, By, Bs opif Bézierovym kubickym oblikom,
ktory je ureny vrcholmi riadiaceho polygénu Cy, C, Cy, Cs. Pre tieto vrcholy plati

C;=A; & B;,i=0,1,2,3.

Obr. 5. Trojuholnik ur¢ujici flexiu v zac¢iatoénom bode ¢iasto¢ného
Minkowského stétu dvoch Bézierovych kubickych kriviek.

Prva krivost tohto ¢iasto¢ného Minkowského stuctu v zac¢iato¢nom bode (a podobne v koncovom
bode) sa d4 vyjadrif pomocou diZky strany d, a vy$ky h, trojuholnika C,C, C,, o moZno prepisat
pomocou di7ok stran a vy$ok dvoch trojuholnikov tvorenych povodnymi vrcholmi riadiacich
polygénov s¢itavanych kriviek (pozri obr. 5) v tvare

2h,
H(O) = 342 s dg = di + dl% + QAQZGOIA.TbOl + QAyCLOlAybOl,

1
he = 7/ Achd2 = (2 + Gt — )2,
Cg = (Ig + bg + 2AJ]CL02A$[)02 -+ 2Aya02AybOQ,
C% = CL% + b% + 2A$G12A$b12 + 2Ay(l12Ayb12,

Aza;; = ra; — va;, Axb;; = xb; — xb;, Aya;; = ya; — ya;, Ayb;; = yb; — yb;.
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Prva krivost ¢iastoéného Minkowského suctu dvoch Bézierovych kubickych oblikov v zacia-
to¢nom a v koncovom bode st teda presne ur¢ené kombindcie vstupnych ddajov, ktorymi sd
rozmery riadiacich polygénov sc¢itavanych Bézierovych kriviek.

3 Minkowského sucin a sicinova kombinacia vol'ne modelovatenych
kriviek

Minkowského sucinova kombindcia dvoch nasobkov oblikov volne modelovatelnych kriviek
stuptia n urenych vektorovymi fukciami k.r(u),l.q(v),u,v € I C R, k,l € R je trieda listov
ploch, ktoré st parametricky reprezentované na jednotkovom Stvorci 72 C R? funkciou

yr(u)zq(v) — zr(u)yq(v) g
p(u,v) = kx(u) ANl.q(v) =kl | zr(u)zqv) — xr(u)zq(v) ,(u,v) € I?,

wr(u)yq(v) — yr(u)zq(v)

n

ar(u) = Z xa; Pli(u),yr(u) = ZyaiPli(u), zr(u) = Z za; Pl;(u),

n

zq(v) = beiPli(v),yq(v) = ZybiPli(v), zq(v) = ZzbiPli(U).

=0

Listy ploch, ktoré vzniknu ako stcinové kombindcie dvoch oblikov volne modelovatelnych
kriviek definované redlnymi koeficientami k£, € R , st plochy stupiia 2n. Obsahuju také body
priestoru, ktorych polohové vektory su k./-ndsobky vektorovych stucinov polohovych vektorov
bodov danych dvoch kriviek.

V pripade kubickych kriviek pre k = 1 = 1 je Minkowského stc¢inom list bikubickej Bézierovej
plochy Siesteho stupinia. Parametrickd reprezentécia takejto plochy ma tvar

p(u,v) =r(u) Aqv) = Z A;Beiz(u) ® Z B;Bejs(v) =
= (AoBG[):),(U) + A1B€13<U) + AQBGQg(U) + A3B633(U,))®

®(B()B€03<U) + BlBelg(U) + BQB@Qg(U) -+ BgB€33<U>) =

- Z Z(Az X Bj)Beig(u)Be]—3(v)_
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il {
Obr. 6. Minkowského sti¢in Bézierovych oblikov.

Mapa tejto bikubickej Bézierovej plochy stupiia Sest je matica

Ay ® By, Ag ® B1, Ag @ By, Ag ® Bj
A ® By, Ay ® B, Ay ® By, Ay ® B
Ay ® By, Ay @ By, Ay ® By, Ay ® By
A3 ® By, A3 @ By, A3 @ By, A3 ® B

Dve modifikécie plochy st zobrazené na obr. 6.

Ciastoény Minkowského si¢in dvoch oblikov zhodne parametrizovanych volne modelovate-
I'nych kriviek je generujicim principom kriviek, ktoré tvoria triedu stih homotetickych v rov-
nolahlosti so stredom v referenénom bode a koeficientom rovnolahlosti £./ .

Ciasto¢na Minkowského st&inova kombindcia dvoch volne modelovatenych oblikov stupiia
n reprezentovanych vektorovymi funkciami s rovnakym parametrom z jednotkového intervalu
I € R je krivka stupnia 2n ur¢ena nasledujicou vektorovou funkciou na /

=0
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Obr. 7. Minkowského cCiasto¢ny sucin dvoch Bézierovych oblikov.

ktora je krivkou prislus$nej plochy stupinia 2n generovanej ako Minkowského sti¢in povodnych
oblukov kriviek parametrizovanych r6znymi parametrami.

Stuhy generované ako Minkowského Ciastocny sucin dvoch kubickych Bézierovych oblikov su
zobrazené na obr. 7.

Plocha generovand ako Minkowského stucin dvoch kubickych Bézierovych oblikov, pre k = [ =
1, z obr. 3 je zobrazend na obr. 8, spolu s ¢iastoénym stcinom danych kriviek, ktory je zobra-
zeny Ciernou farbou. Minkowského Ciastocny sucin je krivka Siesteho stupnia leZiaca na ploche
Minkowského suc¢inu danych Bézierovych kubickych oblikov parametrizovanych r6znymi para-
metrami. Vrcholy jej riadiaceho polygénu su kombinacie sucinov prislusnych vrcholov riadiacich
polygénov kriviek vystupujicich ako prvky Minkowského ¢iasto¢ného sucinu. Krivka obsahuje
vSetky tie body plochy, ktorych krivociare parametre na ploche si zhodné, u = v =t € I.
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Obr. 8. Minkowského sti¢in a ¢iasto¢ny sucin dvoch kubickych Bézierovych
oblukov.

Parametrickd reprezentécia tejto Bézierovej krivky Siesteho stupia mé tvar
3 3
p(t) =r(u) Aq(v) = > ABes(t)® Y BiBej(t) =
i=0 i=0

= (AO ® Bo)(B€03(t))2 + (AO ® Bl + Al ® Bo)Beog(t>B€13(t)—|—
+[A0 ® BQ —|— 3(142 ® Bg) + AQ ® Bo]Beog(t)Begg(t)+

+[A0 ® Bg —+ 9(141 ® Bz) + 9(A2 ® Bl) + A3 ® Bo]BeogBegg(t)+
+[A1 ® Bg —|— 3(142 ® Bz) + Ag ® Bl]Belg(t)Begg(t)+

+(Ay ® By + A3 ® By)Beas(t) Bess(t) + (A3 @ Bs)(Bess(t))?

Mapa krivky je matica

Ap ® By 4+ 3(As ® By) + Ay ® By
Ap® B3+ 9(A; ® By) +9(A2 ® By) + A3 ® By
Ay ® By + A3 ® By
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Ak oznacime prvky matice C;, 7 = 0,1, ..., 6, potom parametricki reprezentdciu tejto krivky
Siesteho stupiia moZno zapisat v tvare

C C
p(t) = C()B@(]G(t) + 713616(t) + ?Begg(t)+
C C C
+2—8B€36<t) + ?43646(75) + 753656(t) + 063666(t)

Vyjadrenie vndtornych geometrickych vlastnosti sextiky, ktord je Ciastoénym Minkowského
sucinom dvoch Bézierovych kubik, bude zrejme opdf moZzné pomocou vrcholov riadiacich
utvarov urcujucich kubik, a je to predmetom dalSieho aktudlneho skiimania v tejto oblasti.

4 Zaver

Minkowského mnoZinové kombinécie predstavuji mocny néstroj na modelovanie novych foriem
kriviek a ploch, ktorych Specifické vnutorné vlastnosti su ovplyvniteIné formou dvoch povod-
nych kriviek, ktorych kombinéciou st generované. V pripade volne modelovateInych kriviek su
ziskané variety opif volne modelovatelnymi dtvarmi, ktorych riadiace dtvary su Specifickymi
kombinéciami riadiacich ttvarov pdvodnych variet vystupujuicich ako prvky Minkowského kom-
bindcii. V dosledku tejto skuto€nosti st aj vnutorné geometrické vlastnosti generovanych volne
modelovatelnych dtvarov determinované vlastnosfami riadiacich utvarov povodnych kriviek
vystupujicich ako operandy Minowského operdcii a mozno ich vyjadrif pomocou rozmerov
riadiacich dtvarov tychto kriviek.

Opisané modelovacie nédstroje mozno preto povazovat za algoritmy deformacii, ktoré obohacuju
register a rozsah stratégii volného modelovania bezne pouzivanych v geometrickom dizajne a
modelovani prostriedkami pocitacovej grafiky. Je to nastroj interaktivneho navrhu a manipula-
tivna technika modelovania tvaru geometrickych ttvarov, ktora sa d4 jednoducho implementovat
a vyuzivat v praktickych aplikdcidch pocitacovej grafiky, v geometrickom modelovani s podpo-
rou pocitatov CAGM a CAGD. Tento prirodzeny ndstroj deformdacie moze byt zvI4st uzitocnym
v stivislosti s modelovanim tvaru objektov v umeni a architektire, ako je opisané napr. v [5], [6].

Minkowského mnoZinové operdcie definované na podmnoZinéch trojrozmerného euklidovského
priestoru umoziiuju formulovat zakladné principy Minkowského mnoZinovej algebry. Otvore-
nymi problémami ostdvajui otdzky ako opisaf vlastnosti pripustnych algebraickych Struktir s
Minkowského mnozinovymi operdciami a identifikacia Specidlnych tried kriviek a ploch, ktoré
sa daju pomocou Minkowského operacii generovat a vymedzif svojimi Specifickymi vlastno-
stami.

[lustracie objektov generovanych pomocou opisanych algoritmov, ktoré by mohli ndjst uplatnenie
v umeleckom navrhu,su uvedené na obr. 9 a obr. 10.
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Obr. 9. Minkowského suctové kombinécie kubickych Bézierovych oblikov
kriviek.
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Obr. 10. Minkowského sucinové kombindcie kubickych Bézierovych oblikov
kriviek.
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VrkocCe zonglovacich vzorov

Michal Zamboj

Abstrakt

V  prispevku ukdZzeme spOsob grafickej
reprezentécie Zonglovania za pouZitia vrkocov.
PopiSeme ako vrkoce obohatia matematicky
popis zZonglovania pomocou celociselnych
postupnosti a poukdZeme na zdkladné
vlastnosti takto vytvorenych Zonglérskych
trikov.

Klucové slova: Matematicka tedria
Zonglovania, tedria vrkocov, celo¢iselné

Abstract

In the contribution, we will show a method
of a graphic representation of juggling using
braids. We will describe how braids
improve the mathematical notation of juggling
by integer sequences and reveal elementary
properties of such juggling tricks.

Keywords: Mathematical theory of juggling,
braid theory, integer sequences.

postupnosti.

1 Uvod

V poslednych tridsiatich rokoch upitalo Zonglovanie matematikov natolko, Ze zacali skimat
jeho popis a vlastnosti. Ukdzalo sa, Ze Zonglovanie je vhodné pre d’alSie rozvijanie diskrétnych
matematickych tedrii v kombinatorike, ¢i algebraickych Struktirach s aplikdciami vo fyzike
a informatike. NajpouZivanej$im zapisom Zonglovania je dnes medzi matematikmi aj Zonglérmi
takzvany siteswapovy zdpis pomocou celociselnych postupnosti. Podrobne je siteswapovy zapis
popisany napriklad v [2, 7]. V prispevku sa budeme venovat Zonglovaniu z pohladu graficke;j
reprezenticie v teérii vrkoov.! Clanok je doplnenym prekladom konferenéného prispevku [10]
a autor navézuje na svoju diplomovu pricu [9]. Zdrojom inSpiraci

[3, 4, 8], ktoré prepdjaju Zonglovanie a tedriu vrkocov, ¢i uzlov.

Pre naSe ucely pouZijeme nasledovny zjednoduSeny model Zonglovania. Predstavme si metroném,
ktory vytvdara rovhomerné idery v Case. Zonglér:

e vyhadzuje lopticky na dané ddery, pricom jeho ruky sa striedaju,
e vzdy Zongloval a nikdy neskonci,

e vyhodi na kazdy dder nanajvys jednu lopticku a ak nejaku lopticku chyti, musi ju vyhodit
(na ten isty uder).

'V anglickom preklade tradi¢ne ,,braid theory*.
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Pocas skimania sa, bohuzial, vyhneme zabavnym trikom ako hddzanie za chrbtom, popod nohu
a podobne. Zonglér z nasho modelu stoji k Zonglovanému vzoru vzdy ¢elom a jeho ruky sd
umiestnené v dvoch réznych pevnych bodoch priestoru, az na vnitorné a vonkajSie hody, ktoré
hned popiSeme.

NajjednoduchSie Zonglérske vzory s neparnym poctom lopti¢iek nazyvame kaskddy, s pArnym
poc¢tom lopticiek fontdny. Pri kaskade vyhodime postupne kazdi lopticku do obliku a chytdme
ju do druhej ruky. V redlnej situdcii si Zonglér mdze vybraf, ¢i lopti¢ku vyhadzuje ,,zvnitra®
svojho tela a chyta ju ,,vonku* - vmitorny hod (Obrazok 1 (vlavo)), alebo naopak - vonkajsi
hod (Obréazok 1 (vpravo)). Pri fontane je kazd4 lopticka vyhodend aj chytend do rovnakej ruky.
Zonglér si znovu moZe zvolif vniitorné alebo vonkajsie hody (Obrazok 2).2

NN

Obr. 1. Kaskada s tromi loptickami Zonglovana vnitornymi hodmi (vlavo)

a vonkaj$imi hodmi (vpravo).

Obr. 2. MozZnosti Zonglovania fontdny so Styrmi loptickami.

O =
(==

2 Vrkoce zonglovacich vzorov

Zacneme empirickym skimanim vzfahu vrkoCov a Zonglovania. Neskor aplikujeme naSe po-
zorovania na siteswapovy zapis.

2V 7onglérskej terminolégii nazyvame kaskddy a fontdny Zonglované na vonkajsie hody reverzné. My sa
reverznym Zonglovacim vzorom budeme venovat podrobnejSie v suvislosti s vrkocmi.
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Obr. 3. Zonglovaci vrko¢ kaskady s tromi loptickami.

Predstavme si Zongléra Zonglujiceho kaskddu s tromi loptickami na vnutorné hody a kra¢ajiceho
znasho pohladu zlava doprava (Obrazok 3). Trajektorie lopticiek vytvoria stistavu priestorovych
kriviek, ktord nazyvame Zonglovaci vrko¢. Ak budeme zaznamenané trajektorie lopticiek
prechddzat zprava dolava (osovo simerny obraz), v§imneme si, Ze to su trajektorie lopticiek
kaskddy Zonglovanej vonkaj$imi hodmi. Zonglovaci vrko¢ kaskddy s piatimi lopti¢kami a jeho
osovo stimerny obraz je na Obréazku 4.

Obr. 4. Zonglovaci vrko¢ kaskady s piatimi lopti¢kami Zonglovanej
vndtornymi hodmi a jeho osovo simerny obraz.

VoIba vnutornych a vonkajSich hodov pri fontdnach so Styrmi loptickami ndm ddva viacero
moznosti (vid Obrazky 5 — 7).

igi

Obr. 5. Zonglovaci vrko¢ fontdny so $tyrmi lopti¢kami Zonglovanej

vonkajs$imi hodmi.

Obr. 6. Zonglovaci vrko¢ fontdny so $tyrmi loptickami hadzanymi na
vnudtorné hody v lavej ruke a na vonkajSie hody v pravej ruke.

2.1 Siteswap

Predstavme si v kratkosti najpouzivanej$i zapis Zonglovania. Siteswapovy zapis je zapis pomo-
cou nezdpornych celociselnych postupnosti. Zonglovanie rozdelime na jednotlivé hody. Hod
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Obr. 7. Zonglovaci vrko¢ fontany so §tyrmi loptickami hiadzanymi do stipcov
(striedanie vnttornych a vonkajsich hodov v oboch rukach).

je pohyb lopti¢ky odkedy bola vyhodend, pokym dopadne. Vyska hodu je pocet dderov, ktoré
ubehnu pocas jej hodu (vratane dopadu). Napriklad v kaskade s tromi lopti¢kami mé kazdy hod
vySku 3. Vo fontdne so Styrmi loptickami ma kazdy hod vysku 4. Je hned vidiet, Ze hody o
neparnych vySkach vZdy dopadnu do druhej ruky a hody o parnych vySkach dopadnu do rovnake;j
ruky. Nas budi zaujimaf najmi vzory, v ktorych su jednotlivé vysky hodov r6zne.

Kazdému uderu ¢ € Z priradme vysku hodu h; € Ny pomocou Zonglovacej funkcie ¥ :
V(i) = h;. Aby boli splnené vSetky vlastnosti ndsho modelu Zonglovania, definujme chytaciu
funkciu y, ktora kazdému uderu, v ktorom lopti¢ku vyhadzujeme, priradi dder, na ktory bude
lopticka chytend, (i) = h; + i. PretoZe na kazdy dder je chytend nanajvys jedna lopticka,
hovorime, Ze funkcia 1) je Zonglovacia funkcia, ak jej chytacia funkcia ~y je permutdciou celych
&isel. Zonglovanie obmedzime na Zonglérske triky - periodicky sa opakujice kone¢né vzory.
Prikladom Zonglérskeho triku je periodicky sa opakujica postupnost . .. 12345. .. (Obrazok 8).

i |... =3 =2 -1 0 1 2 3 4 5 6
9G@) | ... 3 4 5 1 2 3 45 1 2
N@) ... 0 2 4 13579 6 8
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2

Obr. 8. Zonglovanie hodov o vyskach 12345, ktoré sa periodicky opakuju.

KedzZe vysky hodov sa opakuji periodicky, stac¢i ndm k popisu zonglérskeho triku len kone¢na
postupnost. Zonglovacia postupnost alebo siteswap je postupnost vysok hodov hg, hy, .. ., hp—1
periodickej Zonglovacej funkcie ¥, kde hy, mod , = ¥(k mod p), k € Z a p je dlzka periody.

2.2 Vrkoce siteswapov

KedZe vrko¢e nepatria do vSeobecne zndmej oblasti matematiky, uvddzame ich definiciu.
K matematickému popisu vrkoc¢a vychddzame z trojrozmerného priestoru, v ktorom sa nachddzaji
dve rovnobezné roviny (Obrazok 9). Vyty¢ime vo vrchnej rovine n bodov Py, P, ..., P,
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Obr. 9. Priestorovy model vrkocu.

rovnomerne rozdelenych na priamke a premietneme ich kolmo do druhej roviny. Priemetmi sd
body P/, P,...,P!. Body Py, P, ..., P, nazgvame zaciatocné vrcholy, body P|, P;. ... P/,
koncové vrcholy vikoa. Prekazdéi € {1,2,...,n} prepojime body P a P, ;), kde 7 je permutd-
cia mnoziny {1,2,...,n}, krivkou v pase medzi danymi rovinami. Kazdd krivku nahradime
lomenou ciarou tak, Ze v kazdom horizontdlnom reze rovinou sa pretnd nanajvys dve takéto
lomené Ciary a Ziadna Ciara nepretina sama seba. Tuto lomend Ciaru nazyvame sniirkou. Vrko¢
vytvoreny z n $nurok nazyvame n-vrkoc¢. Kolmy priemet vrkoca do roviny, v ktorej lezia zacia-
tocné a koncové body, nazyvame vrkocovy diagram. V naSich obrazkoch prechadzame vrkoCovy
diagram vzdy zlava doprava.

01

-
AN
ot X

Obr. 10. VrkoZové generétory a vikotové slovo o30; toy0y Loy tog tos.

Stru¢ne zhrnieme vlastnosti vrkocov, ktoré budu pre nas prinosné v skiimani Zonglovania. Vrkoce
maju Strukturu neabelovskej grupy. Trividlny vrkoc€ je vytvoreny z n rovnych Sndrok. Dva vrkoce
su ekvivalentné ak mdZeme jeden previest na druhy spojitou deforméaciou (jednoducho povedané,
nemodZeme Snurky pri deformdcii rozstrihntf). ZloZenie dvoch vrkocov si moéZeme predstavit
ako prilepenie koncovych bodov prvého vrkoca k zaciatoénym bodom druhého vrko¢a. Opacny
vrko€ je obraz vrko¢a osovo simerny podla roviny prechddzajicej jeho koncovymi vrcholmi.
Vrkocova grupa je tvorend dvoma generdtormi. V oboch generdtoroch sa $ndrka na pozicii ¢
a Sndrka na pozicii ¢ 4+ 1 pretnd. Ak Snirka na pozicii ¢ prechddza ponad Snurku na pozicii
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t 4+ 1, ozna¢ime generdtor o; (Obrdzok 10 (vlavo hore)). Ak Sndrka na pozicii ¢ prechddza
popod $ndrku na pozicii i + 1, ozna¢ime generétor o; ' (Obrdzok 10 (vlavo dole)). Skladanim
generatorov mdzeme vytvorif Tubovolny vrko¢. Pouzitim uvedeného symbolického zapisu
mozeme reprezentovaf kazdy vrko€ jeho vrkocovym slovom. Priklad vrkoca a vrko¢ového slova
je na Obrazku 10 (vpravo). Nie je naSim ciefom dalSie Stidium vlastnosti vrkocov. Pre Citatela
so zaujmom o tito tému doporucujeme klasické prace o tedrii vrkocov [1, 6, 5].

Ak popiSeme Zonglovacie vzory pomocou vrkocov, dostaneme na rozdiel od siteswapového
zapisu dodato¢nu informéciu o tom, i trajektoria lopticiek prechddza ponad, respektive popod
dalSie trajektorie. Zapis kaskdd a fontan pomocou vrkocovych slov s vrkoCovym diagramom
uvadzame v Tabulke 1.

b vrkocové slovo vrkocovy diagram

3 0, 090, 020, 03 \/ / \/
/ / /

4 01_10301_103 \/ J
S~S—

5 o to, ooy .. o7 to, tosos ) \ \ )
o o g qu’ gun

e
6 o, l0, 0504, .0, 05 0504 >4 A i
b b4 2
-l ool i
el el il
A

—T_—T_—1 =T _—T_—1 v \
7 0] 0y 03 060504...01 Oy O3 060504 | kAL A A
\—NA— NN

-1 _—1
2n o, oy ..

2n+1 | olos ... 07 090001 ... Onyr (20 + 1)-krét

1 P
-0, 1027,—102p—-2 - - . Op41 n-krat

Tab. 1. Vrkocové slovd a digramy pre kaskady a fontany s b loptickami
Zonglovanymi na vndtorné hody.

Ku konStrukcii vrkocov siteswapov mdzZeme vhodne pouZif rebrik. Kazdy schod na rebriku
reprezentuje jeden tder, pricom ruky prechddzaji po bo¢nych strandch rebrika. Na Obrazku 11
moZzeme vidiet Zonglovaci vrko€ siteswapu 423 s tromi loptickami Zonglovanymi na vnuitorné
hody. ZIt4 lopti¢ka hodend do vy3ky 4 z pravej ruky prechddza popod &erven lopti¢ku dopada-
jucu do pravej ruky. Modra lopticka je hodend do vysky 2 z l'avej ruky a nekriZi sa so Ziadnou
inou. Nasledne Cervena lopticka je hodend do vySky 3 z pravej ruky a prechadza popod Zltu
lopticku dopadajicu do pravej ruky. Modré lopticka je hodend z l'avej ruky a prechddza popod
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¢ervenu lopticku dopadajicu do Tavej ruky.
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Obr. 11. Rebrik siteswapu 423 Zonglovaného vnitornymi hodmi.

Zonglér si na kazdy uder modZe vybraf, & prevedie vnitorny alebo vonkajsi hod. Ci sa jednalo
o vnutorné alebo vonkajSie hody bolo v kaskddach a fontanach jednoduché spozorovat. AvSak
rozliSif vnatorné a vonkajSie hody uz nebude také jednoduché v siteswapoch s hodmi o r6znych
vySkach. Napriklad v siteswape 51 s tromi loptickami (Obrazok 12) je vrko¢ rovnaky pre
vnutorné aj vonkajsie hody. Pravidla pohybu lopticky pri pouZziti vnitornych hodov a vonkajsich

A :
72N

-

/. /<
Ve

= N 7
z ff 7
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Obr. 12. Rebrik siteswapu 51.
hodov popiSeme nasledovne:

(i) Prave vyhodend lopti¢ka vnitornym (vonkaj$im) hodom prechddza popod (ponad) vsetky
lopticky, ktoré boli vyhodené skor a dopadni skor ako dand lopti¢ka. Pritom uvaZované
lopticky dopadaju do rovnakej ruky, z ktorej vyhadzujeme.

(i) Préave vyhodend lopti¢ka vnitornym (vonkaj$im) hodom nepérnej vysky prechddza popod
vSetky lopticky, ktoré boli vyhodené skor a dopadnud neskor ako dand lopticka.

(111) Préve vyhodend lopticka vnutornym (vonkajSim) hodom parnej vysky prechddza popod
vSetky lopticky, ktoré boli vyhodené skor a dopadnud neskor ako dand lopticka. Pritom
uvazované lopticky dopadaji do rovnakej ruky, z ktorej vyhadzujeme.

Takto uvedend definicia vnutornych a vonkajSich hodov je sice zaloZend na matematickom
modeli, no plati aj pre praktické Zonglovanie. Pre skiseného Zongléra s viacerymi objektmi,
ktory dokaZe T'ubovolne obmienat vntitorné a vonkajSie hody, je dokonca prirodzené volif pohyby
rik tak, aby drdhy lopti¢iek spiiiali tieto pravidld. Ako priklad uvedieme klasicky Zonglérsky
trik, ktory vyuziva obmeny vnutornych a vonkajSich hodov v kaskdde a nazyvame ho fenis
(Obrazok 13).

Je zreymym pozorovanim, Ze Zonglovanim triku tenis pocas Siestich uderov dostaneme trividlny
vrko€¢. Vo vSeobecnosti, ak mdme siteswapy s rovnakym poc¢tom lopti¢iek, méZeme ich skladat
vhodnym pouZitim vrkocov. Aby pri zloZeni nedoSlo k zdmene lopti¢iek, musime dodrzat
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Obr. 13. Rebrik triku tenis s tromi loptickami - kaskdda Zonglovana
opakovanim vnutorného, vnitorného a vonkajsieho hodu.
Trajektoria Zltej lopti¢ky prechadza vZdy ponad trajektdrie Cervenej
a modrej lopticky.

rozmiestnenie farieb jednotlivych Sndrok. K tomu potrebujeme vedief pocet tiderov, za ktory
sa cely vrko¢ vriti do svojej zaciato¢nej pozicie.> To znamend, Ze hladdme pocet opakovani
daného siteswapu o peridde p. Nazvime orbitou lopticky vSetky jej hody v danom Zonglovani.
V kazdom siteswape s viac nez jednou loptickou moze existovat viac zhodnych orbit pre r6zne
lopticky, alebo m6zu mat rdzne lopticky rozne orbity.

Napriklad v siteswape 645 (Obrazok 14) sd dve lopticky (zelend a Cervend) so zhodnymi orbitami
hadzané do vysky 6 a tri lopticky (biela, ZItd a modra) so zhodnymi orbitami si hddzané do vysSok
4as.

Obr. 14. Rebrik siteswapu 645 s piatimi loptickami Zonglovanymi
vnuitornymi hodmi.

Pocet opakovani spo¢itame pomocou orbit Zonglovacej postupnosti s periddou p nasledovne.
Pocet peridd, ktoré ubehni za ¢as, kym jedna loptic¢ka prejde svojou orbitou a zacne sa opakovat,
dostaneme ako stcet vySok vSetkych hodov tejto lopticky vydeleny periédou p. To je zaroven
pocet lopticiek, ktoré prechddzaji zhodné orbity b(0;).* V jednom siteswape sa viak moze
nachddzaf viac roznych orbit, a preto pocitame pocet ubehnutych periéd ako najmensi spolocny
ndsobok poctov lopti¢iek jednotlivych zhodnych orbit NSN (b(O1),b(02),...,b(O.,)), pre m
mensie alebo rovnajice sa poctu lopti¢iek v danom Zonglovani. Pre parne periddy je pocet
tderov, ktoré ubehnt, kym sa siteswap zacne opakovaf p - NSN(b(O;),b(O03),...,b(0.)).
Ak je vSak peridda siteswapu nepdrna, potrebujeme este oSetrit, aby vzor zac¢inal z rovnakej ruky.
To znamend, Ze pocet ubehnutych dderov musi byt parny a preto hfaddme najmensi spolocny

3V terminoldgii tedrie vrkoCov potrebujeme vytvorif takzvany rydzi vrko¢, ,, pure braid .

“Dokaz tohto netrividlneho tvrdenia, nazyvaného v matematickej tedrii Zonglovania veta o aritmetickom
priemere, moZe Citatel ndjst napriklad v [7, 9]. Dosledkom tejto vlastnosti siteswapov je, Ze na zistenie poctu
lopti¢iek v danom siteswape staci spocitat jeho aritmeticky priemer.
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nasobok poctu loptic¢iek jednotlivych zhodnych orbit a ¢isla 2. Celkovy pocet ubehnutych iderov
je potom pre dizku periédy p neparnu p - NSN(2,b(01),b(03), ..., b(0p)).

Napriklad v siteswape 645 je periéda 3. Pocty lopti¢iek v zhodnych orbitdch si b(O;) = g =
2,b(09) = % = 3, ako sme zmienili vyS$Sie. Preto pocet uderov, ktoré ubehnu, kym sa vrko¢
vrati do povodnej pozicie, je 3- NSN(2,3) = 3 -6 = 18 (Obrazok 15).

Obr. 15. Rebrikovy diagram na osemndstich ideroch siteswapu 645.

Z vlastnosti grupy plynie, Ze zloZenim vrkoc¢a a opa¢ného vrkoca vznika trividlny vrkoc. Inak
povedané, opacny vrkoc¢ (osovo simerny obraz) rozuzli povodny vrko¢. Ak pouzijeme zavedeny
rebrik, tak schody rebrika reprezentuju Cas, pri¢om opacny vrkoC€ tento ¢as oto¢i. Aby sme
ukdzali, Ze opacny Zonglovaci vrko€ reprezentuje nejaky Zonglovaci vzor, staci si nahraf Zongléra
na video a pustif toto video pospiatky. Zonglér bude samozrejme Zonglovat, vysky hodov budd
rovnaké (ich poradie sa v§ak moZe zmenif) a vnitorné hody sa zmenia na vonkajSie a naopak
(Obrazok 16).

Obr. 16. Zonglovaci vrko¢ siteswapu 12345 Zonglovany na vniitorné hody
a jeho opacny vrkoc¢, ktory reprezentuje siteswap 52413 zZonglovany
na vonkajSie hody.

Plati teda nasledovna veta, ktorej jednoduchy dokaz dand opacnii postupnost priamo skonstruuje.

Veta 1 (Veta). Nech je dany siteswap i = {h;}2_1. Siteswap h~', ktory vznikne obratenim
Casovej osi je siteswap. Siteswap h~! nazyvame reverzny siteswap k siteswapu h.

Obr. 17. Vytvorenie reverzného siteswapu.

Dékaz. PouZijeme chytaciu funkciu, ktord dostaneme periodickym opakovanim siteswapu (i) =
h;+i. Udery vyhodenia lopti¢ky i sa pri obrateni Easu stanti tidermi dopadu a naopak. Hody budt
prebiehaf opacne, avSak ich vySky sa nezmenia. Funkcia v je permutdciou celych &isel, preto
pre kazdé j € Z existuje i; € Z také, ze y(i;) = —j. Definujme dalej b, = h;; ay'(j) = b+ .
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Plati, Ze 7/'(j) = h)j+j = hi; —7(i;) = —ija~’' je zrejme permutdciou. Rozdelenim periodickej
postupnosti hodov {A;} na intervaly dostaneme siteswap (Obrazok 17). [

Majme dany siteswap 12345 Zonglovany vnuitornymi hodmi.
i 0 1 2

h; 1 2 3

y(#) mod5|1 3 0

N =~ W
= O

K nemu reverzny siteswap 52413 dostaneme podla konstrukcie dokazu predoslej vety.

j 4 -3 —2 —1 0
i 4 1 3 0 2
h;. 5 2 4 1 3
Y(j) mod5| 1 4 2 0 3

Reverzny siteswap sa moZze zhodovat s povodnym siteswapom (u kaskad a fontén je to zrejmé).
Pripometime si siteswap 423 hddzany vnitornymi hodmi (Obrédzok 11)

{ 0 1 2
h; 4 2 3
v(@) mod3 |1 0 2

j 2 1 0
i; 2 0 1
B, 3 4 2
Y (j) mod3| 1 0 2

Reverznou Zonglovacou postupnosfou bude rovnakd postupnost 423, hadzana vSak vonkaj$imi
hodmi.

Citatelovi, ktory by mal zdujem o dal$ie experimenty, odpori¢ame neddvno spustentd webovi
aplikaciu [11], ktord dokaze vytvorif vrkoCe zadanych siteswapov zZonglovanych vnitornymi
hodmi. Okrem vrkoc€a v rovine je v nej mozné vytvorif aj vrko¢ v anuloide, o odpoveda modelu
trajektorii, ked’ Zonglér kraca po kruZznici. Priklady pouZitia pre 6 peridd Zonglovania siteswapu
97531 uvadzame v Obrazkoch 18,19.

3 Zaver

Empiricky sme preskimali drdhy lopti¢iek na mnohych pripadoch Zonglovacich vzorov za po-
moci elementdrnych vlastnosti tedrie vrkoCov. Otvéra sa ndm tak brana k dalSiemu Stidiu
zaujimavych vlastnosti Zonglovania, ako napriklad spravanie sa reverznych siteswapov. Au-
tori v Clanku [3] dokazali zaujimavu vetu, ktorad tvrdi, Ze kazdy vrko¢ sa da zazonglovat.
Hlavnou myslienkou je konStrukcia siteswapov vrkocovych generdtorov a nésledné zloZenie
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Obr. 18. Vrkoc¢ v anuloide siteswapu 97531.
Zdroj: https://juggling.graphics/

Tubovolného vrkoca. Nanestastie, pontiknutd konStrukcia je prakticky nerealizovateInd. Sme
vSak presvedceni, Ze za pouZitia vnutornych a vonkajsich hodov tak, ako boli zadefinované,
je mozné toto tvrdenie dokdzaf a bude to v naSom zdujme do buduicnosti. Téma matem-
atiky Zonglovania je sice okrajovd, no najmi pre matematikov, ktori maji Zonglovanie ako
svoje hobby, je velmi inSpirativna. Za zmienku stoja velké osobnosti matematiky ako Claude
Shannon, ktory pouzil matematicky podklad Zonglovania ku konstrukcii robotického Zongléra,
¢i Ronald Graham - jedna z veducich osobnosti kombinatoriky, ktory napisal o Zonglovani
niekol’ko matematickych ¢ldnkov. Na druhu stranu, nakolko matematicky popis Zonglovania
sa dostal do bezného jazyka Zonglérov, nuti ich tak precvicovat si svoje matematické schop-
nosti. Difame, Ze tych, ktori uvaZovali nad zmyslom matematického skimania Zonglovania,
sme presvedcili, Ze Zonglovanie je vynikajica aplikdcia niekolkych abstraktnych matematickych
tedrii vhodna pre hladanie ich vzdjomnych stvislosti.

Obr. 19. Vrko¢ siteswapu 97531.
Zdroj: https://juggling.graphics/
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Abstracts

I. Abrhan: On ideals in semigroups S, of residual classes (mod /), on minimal
and maximal ideals in S, with respect to its subsets — local Euler-
Fermat theorem

Concept of maximal independent system of principle ideals in the semigroup S, residual
classes (mod m) is defined in the first part of this paper, and subsets of semigroup S, are
defined by means of this maximal independent system of principle ideals. There are also
proved theorems on minimal and maximal ideals in S, and theorems on minimal ideals in the
ring S, with respect to these subsets of S, .

Properties of such principle ideals in S, that contain unit element are studied in the second
part of this paper Local Euler-Fermat theorem is proved in the third part.

B. Odehnal: Rational minimal surfaces tangent to E. Miiller’s surface

We study a new class of minimal surfaces which are in line contact with a special cubic
surface. It turns out that these minimal surfaces admit rational parametrizations and carry
a one-parameter family of higher order harmonic oscillation curves. Each of these minimal
surfaces defines its own one-parameter family of associated minimal surfaces which in turn
are all algebraic. Moreover, they also admit rational parametrizations.

D. Velichova: Minkowski sum and product of free-form curves

Paper deals with Minkowski point set operations applied to free-form (approximation and
interpolation) curves, determined by control polygons and interpolation blending polynomial
functions. Basic properties of surfaces modelled as Minkowski sum or product of two curves
are presented in addition to some of their differential properties. Two families of special
curves called laces are defined by means of partial Minkowski sum and product and their
intrinsic geometric properties are derived and

M. Zamboj: Braids of the juggling patterns

In the contribution, we will show a method of a graphic representation of juggling using
braids. We will describe how braids improve the mathematical notation of juggling by integer
sequences and reveal elementary properties of such juggling tricks.
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