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O maximalnych a minimalnych idealoch pologriup
s ohl'adom na ich podmnoziny, I

Imrich Abrhan, Daniela Velichova

Abstrakt
V prvej casti prace ku  kazdému
nezavislému systému lavych hlavnych

idealov ~#{ pologrupy S sohladom na
podmnozinu B pologrupy S priradime lavy
ideal H(s#1) pologrupy S. Definujeme
maximalny (minimdlny) Tlavy ideadl v
H(Z#{) sohladom na BcH(#) aje
dokézané zékladné tvrdenie o Strukture
tychto idealov v H(#{) sohladom na
B < H(A#47), pozri vetu 1.3.

V druhej Casti tejto prace definujeme
maximalny Tlavy idedl L* v H(F)
sohladom na BcH(#). Dalej je
rozpisana Struktura lavého idealu H(#7)
pologrupy S, ak H(#) obsahuje
maximalny lavy idedl L* v H(A#A)
s ohl'adom na B < H(Z#4 ), pozri vetu 2.1.

V pripade, ze napr. H(Z#{) obsahuje
maximalny lavy ideal L* sohladom na
Bc H(#1), vySetruje sa napr. Struktura
mnoziny L *=H(Z)\L*, pozri napr. vetu
2.5, alebo vetu 2.6.

KPacové slova: nezavisly systém l'avych
hlavnych idealov & pologrupy S s ohl'a-
dom na podmnozinu B pologrupy S T'avého
idealu H(Z#4 ) pologrupy S priradeny k &7 ,
maximalny (minimalny) lavy ideél

v H(#4 ) s ohladom na B ¢ H(#7 ),
parcialna l'ava grupa, parcialna grupa

0 Uvod

Abstract

In the first part of this paper we relate a left
principle ideal 5#7 of semigroup S to any
independent system of left ideals H(#1 ) of
semigroup S with respect to subset B of
semigroup S. We define maximal (minimal)
left ideal in H(s#7) with respect to
Bc H(&#{) and prove basic proposition
about structure of these ideals in H(#7)
with respect to B < H(#4 ), see Theorem
1.3.

In the second part of this paper we define
maximal left ideal L* in H(#{) with
respect to B < H(Z#1 ). Next, we describe
structure of left ideal H(z# ) of semigroup
S, if H(&#41) contains maximal left ideal L*
in H(&#1) with respect to B < H(&#7), see
Theorem 2.1.

In case that e.g. H(&#7) contains maximal
left ideal L* with respect to B < H(:#7 ), we
study for instance structure of set

L*=H(#)\L*, see Theorem 2.5 or
Theorem 2.6.

Key words: independent system of left
principle ideals &#4 of semigroup S with
respect to subset B of semigroup S left
ideal H(Z# ) of semigroup S related to &#7 ,
maximal (minimal) left ideal in

H(#4 ) with respect to B < H(#4 ), partial
left group, partial group

Predovsetkym uvedieme definicie zakladnych pojmov a tvrdenia o tychto pojmoch.

V d’alSom namiesto ,,S je pologrupa a B je jej neprazdna podmnozina®, budeme pisat’ ,,S je
pologrupa a B < S*. V pripade, Ze pologrupa S je pologrupa snulou 0, budeme vzdy
predpokladat’, ze 0 ¢ B.
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Imrich Abrhan, Daniela Velichova

Nech S je pologrupa a B — S. Znakom:

1.

10.

11.

L(a)(R(a), J(a)) budeme oznacovat’ hlavny l'avy (pravy, obojstranny) ideal pologrupy
S generovany prvkom a € S (napr. L(a) =a u Sa, napr. J(a) =a v Sa u aS u SaS).
L(B) (R(B), J(B)) oznatujeme mnozinu {L(b)|b e B} (U{R(b)|b e B},
w{J(b) | b € B}) (napr. L(B) = u{L(b)| b € B})

A7) budeme oznacovat Greenovu reldciu ekvivalencie na S, definovanu napr.
takto: a, b € S su v relacii ekvivalencie Z’na S (t. j. a£b) prave vtedy, ak L(a) = L(b).

La(Ra, Ja) oznacujeme Ftriedu (&2-triedu, Ftriedu) priradent k relacii ekvivalencie
AP _#) na S obsahujucu prvok a € S.

SIZ (S22 S| 7) oznacujeme mnozinu vSetkych A-tried (&2 -tried, 7 -tried)
priradenych relacii ekvivalencie A &2 _#) naS.

<* oznacujeme Ciastoéné usporiadanic na S/ (S/24SI#) (napr. La<Ly,

9% —

a, b € Sprave vtedy, ak L(a) < L(b)) (pod A < B rozumieme mnozinu A, ktora je
vlastnou podmnozinou mnoziny B apod A < B rozumieme, ze bud A < B, alebo
A=B).

NL(B)(NR(B), N(B)) oznac¢ujeme mnozinu vsetkych takych X € S, ze pre kazdé b € B
je Lp ¢ Lx (Rb 4Ry, b ¢ Jx) (pozri [8])

L(B)/ £ (% (B)| £ AB)/¥) je mnozina vsetkych takych tried Ly(Rp, Jp) priradeny
relacii ekvivalencie A% %) na S, ze L, < L(B) (R, < R(B), Jp < J(B)).

Znakom NL(B) oznacujeme mnozinu S\NL(B), t. j. NL(B) = S\NL(B) (A\B je rozdiel
mnozin A, B). Analogicky definujeme NR(B), N(B).

Budeme hovorit, Ze prvok b € B spifia podmienku (A), ak Sa = L(b)a =L(b) prave
vtedy, ak a € L.

Di(B) (D¢(B)) ozna¢ime mnozinu v§etkych takych b € B, ze bB = B (Rb = R).

Lema 0.1. Nech S je pologrupa a nech b € S. Potom:

Ak Lo =(L(b)\Ly) # D, (Rs= (R(D)\Ry) # D, Jb= (I(b)\Jp) # @), potom Ls(Rs,Js)) je Lavy
(pravy, obojstranny) ideal pologrupy S.

Definicia 0.1 (pozri napr. [8]). Nech S je pologrupaa B < S. Lavy ideal pologrupy S (alebo
v S) nazyvame minimalnym lavym idealom v S s ohladom na mnozinu B, ak LN B# @
a neexistuje taky l'avy ideal L pologrupy S, Zze L'c LaL'n B # Q.

Minimalny pravy (obojstranny) ideal pologrupy S sohladom na mnozinu B definujeme
analogicky.

Veta 0.1 (pozri napr. [8]). Nech S je pologrupaa B < S. Potom

(@) Pre kazdé LS a L #0 plati: L je minimalny l'avy ideal pologrupy S s ohl'adom na B
vtedy alen vtedy, ak existuje také b e B, ze L=L(b) a Ly je minimalny prvok
v NL(B) /<.
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O maximalnych a minimalnych idealoch pologrip s ohladom na ich podmnoziny, I

(b) Pre kazdé b € B plati: L(b) je minimalny ideal v S s ohl'adom na B vtedy a len vtedy, ak
L(b) » NL(B) = Lp.

Definicia 0.2 (pozri napr. [10]). Nech S je pologrupa a B < S. Lavy ideal L pologrupy S
nazyvame maximalnym lavym idealom pologrupy S s ohladomna B,ak LcSa L nB# 0
(L =S\L) a neexistuje taky 'avy ideal L pologrupy S,zeLcL’a L'nB # Q.

Veta 0.2. Nech S je pologrupaa B < S.

a) Lavy ideal L pologrupy S je maximalnym lavym idealom pologrupy S s ohladom na
mnozinu B prave vtedy, ak existuje také b € B, ze N = NL(b) a Ly je maximalny prvok
v L(B)/ <

B) Pre kazdé b e B plati: N(b) je maximalny prave vtedy, ak NL(b) ~L(b)=L,.
(NL(b) = NL({b})).

1

Definicia 1.1. Nech S je pologrupa a 4 je neprazdna mnozina. Systém #{ = {L.| a € A},

kde pre kazdé o € 4 je L, l'avy ideal v S nazveme nezavislym systémom Tl'avych idealov v S,

ak bud’

(@) Lo=Lpg pre kazdé o, f € 4 (tj. bud F={L = L,| a € 4}, alebo #{ ={L}, kde L je
lavy ideal v S), alebo

(b) existuje také o, f € A (|4 |>2), ze Lo# Ly apre kazdé také u,v € 4, ze L, # L, je L,z L,
aL,zL,.

Znakom 4 (MR, #p) ozname mnozinu vSetkych nezavislych systémov lavych (pravych,
obojstrannych) idealov pologrupy (alebo v S). Mnozina 7 (AR, #o) je Ciastocne
usporiadana a ¢iastocné usporiadanie na .# (#r, #o) je definované mnozinovou inkliziou
c.

Poznamka 1.1. V d’alSom budeme cCasto uvadzat' len definicie pojmov a tvrdenia o tychto
pojmoch o l'avych idealoch pologrupy S, pricom analogické definicie a tvrdenia o pravych
(obojstranych) idealoch v S nebudeme vzdy uvadzat. Namiesto ,,c#{ = {L,| a € 4}* budeme
pisat’ len ,,c#1“.

Priklad 1.1. Cahko sa dé ukdzat, Ze mnozina vSetkych maximélnych (minimélnych) 'avych
idealoch pologrupy S je nezavisly systém l'avych idealov v S (Vv pripade, Ze je neprazdna).
Veta 1.1. Nech S je pologrupa. Potom:

(@) A +0,

(b) akL jeTavyideal S, potom existuje také #7 € A\, ze L € F#1,

(c) ak #1 € A\, potom existuje asponn jeden maximalny nezavisly systém lavych idealov
H* e M taky, ze F L H* (tj. pre kazdé také F#'\ e H\, 72e A HF L je
H'LC H*L).
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Dékaz. Pravdivost’ tvrdeni v (2) a (b) je zrejma. Dokazeme pravdivost’ tvrdenia v (c). Nech
2 je mnozina vSetkych takych prvkov z .#{, z ktorych kazdy obsahuje &#{ . Znakom Q_

oznatme mnozinu vsSetkych takych prvkov z &7, ze pre kazd¢ # 1._,55’ 2|_e QL je bud
F c F# P alebo FPLc F L. Polozme A ={F]| # < Q.}. Potom A je podla vety
Hausdorffovej prvkom aspoii jedného maximalneho nezavislého systému A * € &4 Tlavych
idedlov.

Priklad 1.2. Cahko sa d& ukdzat, Ze mnozina vSetkych minimélnych lavych idedlov
pologrupy S je maximalnym nezavislym systémom l'avych idealov v S s ohl'adom na B < S
(v pripade, Ze je neprazdna).

Definicia 1.2 (pozri [9]). Nech S je pologrupa a B < S. Systém #{ = {L(b)|b € B} l'avych
hlavnych idedlov pologrupy S nazveme nezavislym systémom lavych hlavnych idealov
v S s ohl'adom na B, ak bud’

a) L(a)=L(b) pre kazdé a,b € B, alebo

b) existuju také a,b € B Ze L(a) # L(b) a pre vSetky u,v € B plati, ze ak L(u) # L(v), potom je
L(u) & L(v) a L(v) & L(u).

Nech S je pologrupa a B < S. Nech &# = {L(b)| b € B} je nezavisly systém l'avych hlavnych

idealov v S s ohl'adom na B. Znakom:

(@ H(#7) budeme oznacovat’ mnozinu {L(b)|b € B}, t.j. H(Z#7) = W{L(b)| b € B} (t,].
H(Z#1) = L(B)).

Zrejme plati:
o) B = H(#1)
B) H(&#1) je l'avy ideal pologrupy S.

(b) H(#1)/< budeme oznaCovat’ mnozinu vSetkych takych prvkov L, €S/& , a €S, ze
Lac H(%_)
Na priklade sa da ukazat, ze lavy ideal L v H(S#{ ) nemusi byt aj lavym idedlom
podpologrupy H(#1) pologrupy S aobratene. V pripade, ze L je lavym idedlom
podpologrupy H(#7) (t.J. H(s#{)Lc L) budeme namiesto ,L je Pavym idealom
v H(ZA ) pisat’ ,,L je Tavym idealom podpologrupy H(#7 )*.

Poznamka 1.2. V d’alSom pod ,,L je l'avy ideal v H(&#7 )“ budeme rozumiet, ze ,,.L je lavy

ideal pologrupy Sa L c H(#1 .

Priklad 1.3. Nech S;; je pologrupa zvyskovych tried mod12.
o) Mnozina vSetkych & — &7 — # - triedy a ich usporiadanie v Sio/ 7

8 G - slovensky Casopis pre geometriu a grafiku, rocnik 15 (2018), Cislo 29, s. 5 — 22



O maximalnych a minimalnych idealoch pologrip s ohladom na ich podmnoziny, I

{1,5,7, 11}
{2, 10} {3,9}
14,8} 16}
{0}

B) Nezavisly systém obojstrannych (lavych) hlavnych idealov v pologrupe S;» napr.
#={{2,4,6,8, 10, 0}, {3, 6, 9, 0}}. Potom H(Z#7) = S1;\{1, 5, 7, 11}. Potom S15. 2 # H(#) . 2
anapr. Sip. 3=H(#) . 3.

Potom napr. a) -~ = {L(10), L(3)} je nezavisly systém obojstrannych hlavnych idealov (teda
aj lavych) s ohl'adom na B; = B{10, 3}.

b) A ={L(8), L(9)}={{0, 4,8}, {0, 6, 3,9}} je nezavisly systém obojstran-
nych hlavnych idealov s ohl'adom na B, = {8, 9}.

c) Nech A je nezavisly systém obojstrannych hlavnych idealov (teda aj
l'avych) v Si2 s ohladom B;. Potom hlavny lavy ideal L(2) = {0, 2, 4, 6, 8, 10} pologrupy Si»
nie lavym hlavnym idealom pologrupy H(#) sohladom na B; aje lavym idedlom
v H(Z#7) = L(2) U L(8).

Lema 1.1. Nech S je pologrupa a B< S. Nech 7 ={L(b)|b € B} je nezavisly systém
I'avych hlavnych idealov pologrupy S s ohl'adom na B. Potom pre kazdé a € H(#7 ) plati:

(@) La je maximalny prvok v H(H#1 )< prave vtedy, ak existuje taky prvok b e B, ze
La = Lb.

(b) La je minimalny prvok v  NL(B)/< prave vtedy, ak existuje taky prvok b € B, Ze
La = Lb

Doékaz. (a) I. Predpokladajme, Ze L,, @ € H(S#{ ) je maximalny prvok v H(#4 )< a pre
kazdy prvok b € B je L, # Lp. Podla predpokladu existuje taky prvok d € B, ze a e L(d).
Potom a € Ly L(a) < L(d) z ¢oho L, = Lg. To je spor s predpokladom. Z toho vyplyva, ze
existuje taky prvok b € B, ze L, = Lp.

[l. Predpokladajme, ze Ly =Ly, a € H(Z#{) a b € B a L, nie je maximalny prvok
v H(Z#1 )< . Potom existuje taky prvok X € H(Z# ), Ze Ly < L. Potom podl'a predpokladu
existuje taky prvok d e B, Zze xe L(d), a La<Ly<Ly ateda L(b) cL(d). To je spor
s predpokladom.
Zuvah v I. a ll. vyplyva pravdivost’ tvrdenia v (a).
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(b) 1. Predpokladajme, ze Ly, @ € H(H#{) N F(B) je minimalny prvok v F(B)/g
a pre kazdé b € B je L, # Lp. Potom podl'a predpokladu existuje také d € B, ze Lq < L, a také
d € B, ze a € L(b), teda plati L(d) = L(b). To je spor s predpokladom. Z predchadzajuceho
vyplyva, Ze existuje také b € B, ze L, = L.

Il. Predpokladajme, ze Ly = Ly, a € F(B)m H(#1 ), b € B a L, nie je minimalny
prvok v F(B)/g. Potom existuje taky prvok X EF(B)(’\ H(Z#1), ze Lx <L, Potom
existuje taky prvok d e B, Ze Lg<Ly<La=Lp ateda plati L(d)<L(b), ¢o je spor
s predpokladom. Z predchadzajucich Gvah vyplyva, Ze L;=L, je minimalny prvok
v NL(B) /<.

Z uvah v |. a Il. vyplyva pravdivost’ tvrdenia v (b).

Veta 1.2. Nech S je pologrupa a B — S. Nech Z#{ = {L(b) | b € B} je nezavisly systém lavych
hlavnych idedlovVv S s ohl'adom na B. Polozme NL(B),= NL(B)NH(&#{) a NL(B)4 =

= H(#{)\ NL(B),,. Potom plati:

(@ NL(#),=u{Ls|b € B}.
(b) Ak NL(B)n # 9, potom NL(B)y je l'avy ideal v H(Z#7).

Dékaz. () . Nech x € NL(B) " H(S). Predpokladajme, Ze X ¢ Ly pre kazdé b e B. Podra
predpokladu je x € H(Z#7). Potom existuje taky prvok d € B, Ze Ly < L4 a existuje taky prvok
ceB, ze Lc<Lx Ztoho vyplyva, Zze L(c) c L(d). To je spor stym, Ze c, b € B. Ztoho
vyplyva, Ze existuje také b € B, ze X € Ly, t.j. X € U{Lyp| b € B}.

Il. Nech x € U{Ly| b € B}. Potom existuje také b € B, Ze x € L,. Z toho podl'a
predpokladu dostaneme, ze X € NL(#).
Zuvah v |. all. vyplyva tvrdenie v (a).

(b) Predpokladajme, ze existuje také x € NL(c#{)y a také s € S, ze sx ¢ NL(Z#)n.
Potom sx € NL(#7),,. Potom podla predpokladu existuje také b € B, ze x € L(b). Potom
sx € L(b) apodla vety 1.2 je sx € Lp. Potom L(b) =L(sx) = sx u Ssx < L(x). Potom L, <Ly.

Ztoho podla lemyl.l1 vyplyva, ze Xely=Lp,. To je spor s predpokladom.
Z predchadzajuceho vyplyva pravdivost’ tvrdenia v (b).

Definicia 1.3. Nech S je pologrupa a B < S. Nech 4 ={L(b)|b € B} je nezavisly systém
lavych hlavnych idedlov v S. Lavy ideal L pologrupy S nazveme maximalnym idedlom
vV H(Z#{) sohladom na B prave vtedy, ak L < H(&#{) aneexistuje taky lavy ideal L’
pologrupy S, ze L’'c H(&#7) aL c L.

Definicia 1.4. Nech S je pologrupa a B < S. Nech #7={L(b)|b € B} je nezavisly systém
lavych hlavnych idealov v S. Pavy ideal L pologrupy S nazveme minimalnym lavym idedlom
Vv H(&#7) s ohladom na mnozinu B prave vtedy, ak L < H(&#7), L N B # @ a neexistuje taky
lavy ideal L" pologrupy S (alebov S), ze L' c H(#{)aL'cLaL" "B # Q.
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Poznamka 1.3. Ak plati, ze ,L je maximalny lavy ideal v H(Z#7) s ohladom na B,
neznamena to, Ze L je maximalny lavy ideal podpologrupy H(Z#{) s ohl'adom na B. Na
priklade 1.4 sa da ukazat, ze napr. maximalny l'avy ideal pologrupy H(#{) s ohladom na B,
nie je maximalnym l'avym idealom v H(Z#{) s ohl'adom na B.

Veta 1.3. Nech S je pologrupa a B < S. Nech #1 = {L(b) | b € B} je nezavisly systém l'avych
hlavnych idealov v S s ohl'adom na B. Nech L je T'avy ideal pologrupy S a L < H(&#4). Potom:

(@ L je maximalny ideal v H(Z#7) s ohl'adom na B prave vedy, ak existuje taky prvok b € B,
7ze H(F)\L = L.

(b) L je minimalny lavy ideal v H(&#7) s ohl'adom na B prave vedy, ak existuje také b € B,
ze L = L(b).

Dokaz. Pravdivost’ tvrdeni (a) a (b) vo vete 1.3 dostaneme bezprostredne podl'a lemy 1.1,
vety 0.1 a vety 0.2.

Znakom A (AR,.40) budeme oznaCovat’ mnozinu vSetkych nezavislych systémov hlavnych
lavych (pravych, obojstrannych) idedlov pologrupy S sohladom na B. Mnozina
M (AR, A0) je Ciastocne usporiadand a Ciastocné usporiadanie na A (AR, A0) Je
definované mnozinovou involuciou.

Nasledujuca veta je dokazana v praci [8] (pozri vetu 1.2 v [8]) a je bezprostrednym
dosledkom vety 1.1.

Veta 1.4. Nech S je pologrupa a B < S. Potom:

(@ A #0.

(b) Kazdy hlavny Tlavy ideal je prvkom asponi jedného nezavislého systému 4 € A
s ohl'adom na B.

(c) Kazdy #4 ={L(b)|b € B} nezavisly systém hlavnych l'avych idealov v S s ohl'adom na
B je prvkom aspon jedného maximalneho nezavislého systému hlavnych lavych idealov
H* € A s ohladom na B (. pre kazdé # 'L € A s ohl'adom na B ataké, ze ak
HLCH ', potom je F'Lc F*L).

V praci [8] je dokazana aj nasledujuca veta.

Veta 1.5. Nech S je pologrupa a B<S. Nech &4 ={L(b)|b € B} je nezavisly systém
hlavnych l'avych idedlov v S s ohl'adom na B. Potom nasledujuce tvrdenia su ekvivalentné:

(@) #1 je maximalny nezavisly systém hlavnych l'avych idealov v S s ohl'adom na B.
(b) Pre kazdé a e S existuje také b € B, Ze bud’ L(b) < L(a), alebo L(a) < L(b).

Poznamka 1.4. V pripade, ze #7 = {L(b)|b € B} je maximalny nezavisly systém hlavnych
lavych idealov v S s ohl'adom na B, budeme ho v d’alsom oznacovat’ #* = {L(b) | b € B*}.
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Poznamka 1.5. Podl'a lemy 1.1 Tlavy ideal L pologrupy S a L c H(&#7) je maximalnym
lavym idedlom v H(#{) sohladom na B prave vtedy, ak existuje taky prvok b €B, ze
L = H(&#1)\Lp. Maximalny l'avy ideal L = H(&#7) \Lp, b €B budeme oznacovat’ L.

Na zaklade predchadzajacich tvrdeni (napr. pozri vetu 1.3) je zrejma nasledujtca veta:

Veta 1.6. Nech S je pologrupa a B< S. Nech &#{ ={L(b)|b € B} je nezavisly systém
hlavnych l'avych idedlov v S s ohl'adom na B. Polozme #* = {L°| b e B}. Potom

(8) #* je mnozina vietkych maximalnych idealov H(#4) s ohl'adom na B.

(b) F* je nezavisly systém maximalnych Favych idealov v H(#) s ohl'adom na B.

2

Definicia 2.1. Nech Z#{ je systém l'avych hlavnych idealov pologupy S s ohl'adom na B < S.
Budeme hovorit’, ze H(-#) obsahuje (alebo v H(Z#7) existuje) maximalny lavy ideal L*
s ohladom na B, (B < H(&#7)) ako pre kazdy vlastny Tavy ideal L v H(Z#7) a L = H(Z#7) je
LcL*

V d’alsom budeme vysetrovat’ vlastnosti maximalnych idealov L* v H(-#*_) s ohl'adom na B,
a tym zovSeobecnime doteraz zname vysledky a uvedieme aj nové zakladné vysledky (pozri
napr. [14]) o maximalnych idealoch L* v pologupe S.

Definicia 2.2. Nech S je pologrupa a B < S. Nech # ={L(b)|b € B} je nezavisly systém
hlavnych Pavych idedlov v S s ohladom na B a nech #* = {L"|b e B} je nezavisly systém
(vSetkych) maximalnych Tavych idealov v H(Z#7) s ohl'adom na B. Podmnozinu B# B

nazveme bdzou nezavislého systému (vSetkych) maximélnych idealov pologrupy S
s ohl'adom na B, ak

(8) ¢ B #*, potom existuje prave jedno také b € B, Ze ¢ € Ly, a teda kazdému ¢ eB #* je
priradeny prave jeden maximalny l'avy ideal L° (= H(A) \Ly) e F#.

(b) Pre kazdé c,d e B#* plati: Akc#d, c e Ly, d € L, uv e B, potom L, # Ly, t.j. L #L".
(c) L° e #*, potom existuje prave jedno ¢ eBF#* také, 7e b el tj. prave jeden
maximalny Favy ideal v H(Z4)\Le = H(ZZ)\Lp = L® € .

Poznamka 2.1. Ak #"={L°|b € B} je maximalny nezavisly systém maximélnych Favych
idealov v H(#"), potom ho budeme oznacovat’ takto: *"= {Lb | b e B*}.

Veta2.1. Nech B#*" je baza maximalneho nezéavislého systému maximalnych lavych

idealov v S s ohl'adom na B < S. Nech H(Z#%*|) obsahuje maximalny l'avy ideal L* s ohl'adom
na B. Potom

(a) |#*"=1,tj. B#* = {b}, b e B*.
(b) H(#* ) =L(b) b € Bc Ly, b e B
(c) L*=L(b)\ Ly, b € B.
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Dékaz. (a) Predpokladajme, 7e [B#*Y > 2. Nech b, c e B#*", b#c, L% =H(# )\
a L = H(#1)\Lc. Potom s ohl'adom na predpoklad Ly # L. ateda aj L° # L%, L%, L%, su
maximalne vlastné lavé idealy v H(#) s ohladom na B. Potom L% < L% a L% « L% Pre
kazdy z idedlov L, L je L’ = H(4) a L% < H(Z4). Z toho vyplyva H(#), neobsahuje
L*. To je spor s predpokladom, teda je tvrdenie v (a) pravdivé.

(b) Podla vety 1.3 apodl'a predpokladu pre kazdy prvok x € S existuje také b € B
(B < Ly, b e B#*" ={b}, b € B), 7e bud’ L,<L,, alebo Ly < L. Potom podl'a predpokladu
pre kazdé x € H(&#) je bud’ x € Ly, alebo x € L(b)\Ly. To znamena, ze H(#7) < L(b) a je
zrejmé, ze L(b) < H(Z#7) pre kazdé b € B. Z predchadzajiaceho vyplyva pravdivost’ tvrdenia
v (b).

(c) Podralemy 0.1 a tvrdenia v (b) dostaneme pravdivost’ tvrdenia v (c).

Veta 2.2. Nech H(&#7) obsahuje maximalny l'avy ideal L* s ohladom na B pologrupy S.
Nech L* =L(b)\ Ly, b € BaL(b)c n Lp# @ prave vtedy, ak ¢ € L,. Potom

(@ L(b)c =L(b) prave vtedy, ak ¢ € L.
(b) Ly je podpologrupa v L(b).

Dékaz. a) Nech c je T'ubovolny prvok z Lp. Potom podla predpokladu L(b)c n L(b)# @.
Nech d e L(b)c nLy,. Potom L(b)=L(d) < L(b)c < L(b). Potom L(b)c=L(b) pre kazdé
c e L.
Predpokladajme, ze c € L(b) a c ¢ Lp. Potom c e Lo= H(#)\Lp, a podla lemy 0.1 je
L(b)c < Lv.Z predchadzajucich avach vyplyva pravdivost  tvrdenia v (a).

b) Nech c, d st 'ubovol'né dva prvky z L,. Potom podrla tvrdenia v (a) je L(b)(cd) =
L(b)d = L(b) a cd €Ly. Z toho dostaneme pravdivost’ tvrdenia v (b).

Lema 2.1. Nech S je pologrupa a b € S. Nech L» = L(b)\Ly, Lo #@ a Ly je podpologrupa
v S. Potom pati:

Lpje silna podpologrupa podpologrupy L(b) (dalej len v L(b)) prave vtedy, ak Ls je
obojstranny ideal v L(b) (alebo Ly = @).

Doékaz. |. Predpokladajme, Ze Ly je silna podpologrupa v podpologrupe v L(b). Podla
lemy 0.1 je Lo lavy ideal v L(b) (aj v S). Ukazeme, Ze Lo je aj pravym idealom v pologrupe
L(b). Predpokladajme, Ze existuje taky prvok a e Ly ataky prvok ¢ e L(b), e ac ¢ Lo.
Potom ac € Ly, z ¢oho dostaneme, Ze @ € Ly. To je spor s predpokladom. Z predchadzajiaceho
vyplyva, ze Lo je obojstranny ideal v L(b).

Il. Predpokladajme, Ze Lo,beS je obojstranny ideal v L(b). Dalej predpokladajme,
Ze existuju také prvky a,c € L(b), ze ac € L, anapr. a ¢ L,. Potom podl'a predpokladu
ac e L. To je spor s predpokladom. Z toho vyplyva, Ze a € Lp. Podobne sa da ukazat, ze aj
C € Lp. Z predchadzajuceho vyplyva, Ze L, je silna podpologrupa v L(b).

Zuvah v I. a ll. vyplyva pravdivost’ tvrdenia v leme 2.1.
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Veta 2.3. Nech H(&#7) obsahuje maximalny l'avy ideal L* s ohl'adom na B. Nech L* = L(b)\
L,, b € B anech L, je silnd podpologrupa podpologrupy L(b). Potom podpologrupa L, je
zl'ava jednoduchou podpologrupou v L(b).

Doékaz. Podl'a predpokladu L(b)c N Ly# @ pre kazdé ¢ € Lp. Nech d € L(b)c n Lp. Potom
L(d) cL(b)c c L(b). Podla predpokladu L(d)=L(b). Potom L(b)c=L(b) pre kazdé
celp=(L*uULpc=L*culLc=L* ULy, pre kazdé ¢ € L,. Podla predpokladu alemy 2.1
L*c c L* a Lyc < Lp. Z toho vyplyva, Ze Lpc =Ly (aj L*c=L*) pre kazdé ¢ € Ly, t.j. Ly je
zl'ava jednoducha podpologrupa v L(b).

Veta 2.4. Nech e, € H(#) je pravou jednotkou v H(Z#) a L = L(b)\Ly # @ pre kazdé
b € B. Potom:

(a) Existuje prave jedno Ly, b € B také, ze e € L.

(b) H(#) obsahuje maximalny lavy ideal L* s ohladomna B aL*= Ly, b € B (e € Ly).

Dékaz. Podl'a predpokladu existuje také b € B, ze e € L(b), b € B. Predpokladajme, Ze
e ¢ Lp. Potom e e Ly=L(b)\Lp. Potom podla lemy 0.1 je be e Lo apodla predpokladu
be =h. Z toho vyplyva, 7¢ b € Ly N Ly #@. To je spor. Dalej predpokladajme, e existuje
také d € B, ze e € L(d) a L(d) # L(b). Z predchadzajuceho vyplyva, ze € € Ly n Lp. Potom
L(e) =L(d) a L(e) = L(b) ateda L(d) = L(b). To je spor predpokladom. Z predchadzajiceho
vyplyva pravdivost’ tvrdenia v (a).

Predpokladajme, Ze existuje také d e B, Ze Lg#Lp Potom L,c H(#7)\Lg. Potom
de € H(Z#{)\Ly apodla predpokladu d =de. Potom d € H(Z#{)\Lq a d € Lq. To je spor.
Z predchadzajiaceho vyplyva, ze H(#7) = L(b), b e Bc< Ly (e € Lp). Potom L* = L(b)\ Ly,
b € B, teda je pravdivé tvrdenie v (b).

Definicia 2.3. Podpologrupu S nazveme parcialnou I'avou grupou, ak S obsahuje takt silnu
podpologrupu H, Ze pre kazdé a € H akazdé b € S ma rovnica xa = b prave jedno rieSenie.

Veta 2.5. Nech H(&#7) obsahuje maximalny l'avy ideal L* s oh'adom na B. Nech
(@ H(s#7) =L(b),L*=L(b)\ Ly, b € B aL, je silna podpologrupa podpologrupy L(b).
(b) E(Lp) #9 ae € E(Ly).

Potom plati:

(o) e je pravou jednotkou podpologrupy L(b).

(B) L* je obojstranny ideal v L(b).

(y) L(b) je parcialna l'ava grupa.

(0) Ly je l'avou grupou podpologrupy L(b).

Dékaz. o) Tvrdenie v (a) je zrejmé.

B) Podla predpokladu L* je lavy ideal v L(b). Ukazeme, ze L* je aj pravy ideal v
L(b). Predpokladajme, Ze existuje taky prvok a € L* ataky prvok ¢ € L(b), ze
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ac ¢ L*. Potom acel, a teda a Ly, Co je spor spredpokladom. Z toho

vyplyva, ze je pravdivé tvrdenie v (B).

v) Podrla predpokladu a podl'a vety 2.2 je L(b) = L(b)a pre kazdé a € Ly,. Potom pre
kazdé a € Ly a kazdé ¢ € L(b) existuje také x € L(b), Ze xa =c.

1) Nech a je 'ubovolny prvok L,. potom podla predpokladu (v (a)), existuje
taky prvok a € L,, ze aa=e. Potom aa € Ly apodla tvrdenia v (a) je
(aa)(aa)=a(aa)a =(ae)a =aa,tj.e=aa e E(Ly).

2) Ukazeme, Ze¢ existuje prave jedno X e L(b) také, Ze xa = .

Predpokladajme, ze existuji také x,X, e L(b), (x #X,), ze xa=c

a x,a=c. Potom (xa)a=ca a (x,a)a =ca apodla predchadzajiceho

X,€=X,e". Potom podla tvrdenia v (a) dostaneme, ze X =X,. Podla
predpokladu v (a) a z predchadzajticeho vyplyva pravdivost’ tvrdenia v (y).

d) Podrla predpokladu a vety 2.2 podpologrupa L, je zl'ava jednoduchou pologrupou.

Podrla tvrdenia v y) pre kazdé a, ¢ € L, = L(b) ma rovnica xa = C prave jedno

rieSenie. Z toho podla predpokladu dostaneme, ze x € L,. Z predchadzajuceho
vyplyva, Ze Ly, je l'ava grupa (definiciu l'avej grupy pozri napr. v [1]).

Priklad 2.1. Nech S,={a,b,c,d, g,h} abinirna opericia o na S, je definovani
multiplikativnou tabul’kou 2.1. Potom S, =(S,,) je pologrupa.

o a b c d g H
a a a a a a A
b b b b b b | B
c a b c c g H
d a b d d g H
g|la|blglg|g]|G
h a | b h h h | H
Tab. 2.1
Vsetky:
a) - triedy a ich usporiadanie S,/ &
{c, d}
{9, h}
{a, b}
Tab. 2.2
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b) &2 - triedy a ich usporiadanie S,/ < :

{c} {d}
t
| T
{9} {h}
T |
{a} {b}
Tab. 2.3

c) /- triedy aich usporiadanie v S,/ 7
{c, d}

{9.h}

{a, b}
Tab. 2.4

Potom S/&#=S/.7.
Na zaklade pojmov a tvrdeni uvedenych v tejto praci platia nasledovné vzt'ahy.

A) Nech pologrupa S je pologrupa S, anech B ={c,d}c S,. Potom Z# ={L(c), c € B}
(alebo L(d) je nezavisly systém Tavych hlavnych idedlov pologrupy S, Sohladom na B.
H(#) = L(c) (alebo L(d)). S, obsahuje maximalny l'avy ideal L* = {a, b, g, h} s oh'adom na
Bc S, a napr. L*={a, b,c,d, g, h}\{c,d}. Potom L*={a, b,g,h}. L.={c d} je silnd
podpologrupa  podpologrupy  L(c). Pre kazdé uel.={c,d} a kazdé
vel(c)={ab,cd g h} ma rovnica Xu=v prave jedno riesenie v L(c). Potom S, je
parcialna l'ava grupa a L. je lava grupa. (Pravdivost’ tvrdeni v A) a v B) dostaneme aj
pomocou tabulky 2.1.)

B) Nech pologrupa S je pologrupa S, anech B={g,h}c S,. Potom #={L(h)} je
nezavisly systém hlavnych l'avych idedlov v S, s ohl'adom na B. H(&#{ ) = L(h) = {a, b, g, h}.
Podpologrupa S, obsahuje maximalny 'avy hlavny ideal L* = L(h)\L, kde L, = {g, h} a teda
L* = {a, b, g, h}\{g, h} ={a, b} . Ly = {9, h} je silna podpologrupa v L(h) (a nie v S,). Pre
kazdé b € L(h) akazdé a € Ly, ma rovnica Xxa = b prave jedno rieSenie v L(h). Potom L(h) je
parcialna lava grupa aly je lava grupa. Pravdivost’ tvrdeni v A) av B) dostaneme aj
pomocou tabulky 2.1.
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Veta 2.6. Nech H(A#{) obsahuje maximalny lavy ideal L* s ohladom na B. Nech
H(#1) = L(b), L* = L(b)\Lp, b € B a L, ma aspon dva prvky a L(b)c = Sc prave vtedy, ak
¢ € Lp. Potom Ly, je podpologrupa v L(b).

Dékaz. Podla predpokladu Ly mé aspoii dva prvky a nech ¢ e Ly. Dalej predpokladajme, Ze
L(b)c n Ly = Q. Potom podl'a predpokladu Sc N Lp =@ a L*U L(c) = L*u {c} c L(b). To je
spor s predpokladom. Potom pre kazdé ¢ € Ly je L(b)c n Ly #@. Nech d € L(b)c n L. Potom
L(d) c L(b)c < L(b). Ztoho podla predpokladu vyplyva L(b)c= L(b) pre kazdé c e Ly
a podobne ako vo vete 2.2 sa da ukazat, ze L(b)c = L(b) prave vtedy, ak c € L, ateda
¢ € L(b)c pre kazdé ¢ € L. Z toho podla vety 2.2 dostaneme, ze Ly, je podpologrupa v L(b).

Definicia 2.4. (pozri napr. [15]). Pologrupu S nazveme obojstrannou, ak kazdy jej ideal je
obojstranny.

Definicia 2.5. Pologrupu S nazyvame parcialnou grupou, ak existuje taka silna podpologrupa
H, Ze pre kazdé a,b € H rovnice xa = b a ay = b maja prave jedno rieSenie v H.

Veta 2.7. Nech S je obojstranna pologrupa. Nech H(#7) obsahuje maximalny obojstranny

ideal M* s ohladom na B. Nech M *= H(%#{)\M* obsahuje asponi dva prvky a nech pre kazdé
a,b € B je L(b)a = Sa. Potom

(a) M *=H(#7)\M* je grupa.
(b) H(47) je parcialna grupa.

Doékaz. Najprv dokazeme, ze pre kazdé a € S je (o) L(a) = J(a) a (B) La = Ja.
(a) I. Je zrejmé, ze L(a) =auw Sacau Sau aS u SaS = J(a).

[l. Podla predpokladu L(a) je obojstranny ideal v S. Potom aScL(a)
a SaS = S(aS) c L(a). Potom je zrejmé, ze J(a) < L(a).
Z 1. a ll. vyplyva pravdivost tvrdenia v (o).
(B) I. Nech d € L. Potom podl'a predpokladu a podl'a tvrdenia v (o) plati J(d) = L(d) = L(a) =
= J(a). Z toho vyplyva, Ze Ly < Ja.

Il. ¢ € J,. Potom podrla predpokladu a tvrdenia v (a) je L(c) = J(c) =J(a) = L(a). Ztoho
vyplyva, zZe J, < La.
Z 1. all. vyplyva pravdivost’ tvrdenia v (j3).

a) I. Podla tvrdenia v (a), v (B) apodla vety 2.1 je H(s#4) =L(b), M*= L*=L(b)\Lp,
b € Bc Ly Predpokladajme, Ze existuje také a e Ly, ze L(b)anLp,=@. Potom podla
predpokladu je SanlL,=@, a plati M*c M*u L(a)=M*u {a} cL(b). To je spor
s predpokladom. Potom pre kazdé c € L je L(b)cn L, #9, b € B. Ztoho podla vety 2.2
a podl'a predpokladu je L(b)c = L(b) prave vtedy, ak ¢ € Ly a L, je podpologrupa v L(b) (aj
v S). Podl'a predpokladu a lemy 2.1 je Ly silna podpologrupa v L(b). Potom podla vety 2.3 je
L zl'ava jednoducha podpologrupa v L(b).

Il. Podla tvrdeniav I. je Ly silnd podpologrupa v L(b). Potom podla predpokladu
cL(b) N Ly # @ prave vtedy, ak ¢ € L. Potom analogicky ako v I. sa da dokazat’, ze L, je
sprava jednoducha pologrupa v L(b).

Z tvrdeni v 1. a v II. dostavame, ze pre kazdé a, b € L, maja rovnice xa = b a ya = b rieSenie
Vv Ly. Z toho vyplyva, Ze Ly, je grupa, t.j. je pravdivé tvrdenie v (a).
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b) Ztvrdeni v I. a v Il. va) apodla vety 2.5 dostaneme, ze L(b) je parcialna l'ava grupa
a naviac podl'a analogickej vety k vete 2.5 pre pravé hlavné idealy v S dostaneme, ze L(b) je
prava parcialna grupa. Z toho vyplyva, ze L(b) je parcialnou grupou, teda plati tvrdenie v (b).

Veta 2.8 (pozri [8]). Nech S je pologrupa a B = S. Nech & = ({L(b)|b € B} je nezavisly

systém Favych hlavnych idedlov v S. Nech L = L(b)\Ly (= @), b € B a E(Ly) # @. Nech L je
obojstranny ideal v L(b) a L(b)a = L(b) prave vtedy, ak a € L. Polozme G, = eL(b). Potom

(@) Ge je podpologrupa.

(b) Di(Ge) = Ge m Ly a D(Ge) je grupa.
(c) Dr(Ge) = Di(Ge).

(d) Ge je parcialna grupa.

Dokaz. a) Nech e € E(Gg). Potom e je pravou jednotkou v L(b). Je zrejmé, ze e je pravou
jednotkou v L(b). Nech u, v € G, potom existuju také prvky X, y € L(b), Ze u=ex a v =ey.
Potom uv = e(xe)y = exy € Ge. Z predchadzajiuceho vyplyva tvrdenie (a).

b) 1) Nech a € Di(Ge) (t. j. a € eL(b) a eL(b)a = eL(b)). Predpokladajme, Ze a ¢ Ly.
Potom a € Ly a podl'a predpokladu Ge = Gea < Lb. To je spor. Z toho vyplyva

Di(Ge) € Ge M Lp . (1)

2) Nech a € G U Lp. Potom podl'a predpokladu L(b)a =L(b). Potom G.a = G,
a plati
Ge U Ly < Di(Ge) (2)

3) Zrejme e je l'avou jednotkou pologrupy Ge. Podla b) (Gea = G¢) pre kazdé
a € Dy(Ge) existuje také a e G¢', Ze a’a = e. Z toho a z a) vyplyva, Ze Ge je grupa.
Zuvah b) (1, 2, 3) vyplyva pravdivost’ tvrdenia v (b).

c) I. Nech a e D(Ge) (Gea = Ge). Podrla tvrdenia v (b) existuje taky prvok a’e Ge,
7e aa’=e. Predpokladajme, Ze a € Lv. Potom podl'a predpokladu e =aa’e L». To je spor.
Potom podl'a (a) pre kazdé b € Ge = eb = aa’b = a(a’'b) € aGe. Z toho vyplyva, ze Ge  aGe
atedaa e Dy(Gg). Potom

Dr(Ge) - DI(Ge) . (3)

Il. Nech a e Dy(Ge). Predpokladajme, Ze a e Ls. Potom podl'a predpokladu
e e Gi=aG < Ly, ¢o je spor. Potom a e L, apodla predpokladu L(b)=L(b)a. Potom
Ge = Geq, t. J. a € Dy(Gg). Potom

Di(Ge) = Di(Ge) - (4)
Z (3) a (4) vyplyva pravdivost’ tvrdenia v (C).

Veta 2.9. Nech S je pologrupa a B < S. Nech su splnené predpoklady vety 2.8. Nech
e, f € E(Lp) (e #f). Potom parcialne grupy Ge a Gt (= L(b)) st izomorfné.
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Dékaz. Nech je zobrazenie ¢: G, _, Gt definované takto:

o(X) =X < o(X) =fx pre kazdé x € G . 5)

Ukazeme, Ze zobrazenie ¢: Ge _, Gt je izomorfnym zobrazenim Ge na Gr.
1) Pre kazdé x,y € G je o(X, y) = f(X, y) = fX.fy = o(X) o(y).
2) Nechy e Gt. Potomey € Ge ap(e,y)=fey=fy=y.

3) Predpokladajme, Ze existuju také prvky X,y € Ge, ze je o(X) = o(y), t.j. x=1fy. Potom
x=ex=efx=efy=ey=y.

Z predchadzajucich uvah a 1), 2), 3) vyplyva pravdivost’ tvrdenia vo vete 2.9.

Priklad 2.2. Nech S,={a,b,c,d,e, f,g,h, p,q,u,v} je pologrupa abinirna opericia na
S, je definovana multiplikativnou tabul’kou. 1.1.

o a b c d e f g h p q u \
a a b a b a b a b a b a b
b b a b a b a b a b a b a
c c d c d c d c d c d c d
d d C d c d c d c d c d c
e a b c d e f e f p q u Vv
f b a d c f e f e q p \ u
g a b c d g h g h p q u Vv
h b a d c h g h g q p \ u
pla|fbjlalb|plg|plg|p|p|qg]|p
q b a b a q p q p q p q p
u c d c d u Y u Vv u Vv u Vv
Vv d Cc d c Vv u v u v u Vv u
Tab. 2.5

Uplny zoznam vietkych - tried a 27— tried aj s ich §trukturov usporiadania

1. & triedy a ich usporiadania v S,/ <

{e.f, 0, h}

{p1 g, u, V}

T

{a, b, c,d}

Tab. 2.6
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2. 97— triedy a ich usporiadania v S,/ &2

{e. f} {9, h}
T><T
{p. a} {u, v}
T T
{a, b} {c, d}
Tabh. 2.7

Na priklade ilustrujeme, ze kazdy minimalny (maximalny) ideal pologrupy S s ohl'adom na
podmnozinu B pologrupy S je prvkom aspon jedného nezavislého systému idealov pologrupy
S s ohl'adom na B.

Poznamka 2.2. Nech S, je pologrupa uvedena v priklade 2.2. Potom pomocou definicii
a tvrdeni 0 pojmoch uvedenych v tejto praci (napr. definicia 1.2, 2.1, 2.3 a napr. veta 2.1 atd’.)
dostaneme pravdivost tvrdeni uvedenych v priklade 2.2 o pologrupe S, s ohl'adom na jej
(vlastn) podmnozinu B (napr. podl'a vety 2.8 a vety 2.9).

A) A ={L(q9)}, kde napr. g € B={q, u} < S je nezavisly systém l'avych hlavnych idealov
S ohl'adom na B.

B) L(@)={a,b,c,d, p,qu v}, L,={p,q,u,v},
L, =L()\L,={a b,c,d}, E(L,)={p,u},qeB.

I:q je obojstranny ideal v L(q) a pre kazdé x € L(q) je L(q)x =L(q) prave vtedy, ak
X € Lq. To znamena, Ze st splnené vSetky predpoklady vety 2.8 avety 2.9v S,
(s ohladom na B). Potom:

(@ G,={c,d,u,v} jepologrupav S,.
(b) Dr(Gu) = Gy Lg={u, v} je grupa.
(¢) Dr(Gu) = De(Gu).

(d) Gy (={c,d,u,v}) je parcialna grupa.

(e) Gu=ulL(g) aGy=pL(@) (={a,b, p,q}) sa izomorfné (pozri vetu 2.9 atab.2.3
v priklade 2.2).

Pravdivost’ tvrdeni (a), (b), (), (d), (e) si mozno overit’ aj pomocou tabul’ky 2.5.
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Zaver

V praci [6] ([9]) je definovany napr. nezavisly systém f—idedlov (I'avych hlavnych ideilov
pologrupy S) grupoidu G.

V tejto praci je zakladnym pojmom nezavisly systém Tavych hlavnych idealov pologrupy S

s ohladom na podmnozinu B pologrupy S (pozri definiciu 1.2) a budeme ho oznacovat’ .

Kazdému nezavislému systému 4 je priradeny l'avy ideal v H(Z#7) pologrupy S. Definuje sa

maximalny a minimalny ideal v H(Z#{) s ohl'adom na pologrupy B — H(Z#7) a vySetruju sa:

a) Vprvej Casti (tejto prace) zakladné vlastnosti (Struktira) maximalnych a minimalnych
lavych idealov v H(Z#{) s ohl'adom na B < H(&#7) (pozri napr. vetu 1.3).

b) v druhej Casti prace je definovany maximalny lavy ideal L* v H(A#{) s ohl'adom na
B c H(Z#1) (pozri definiciu 2.1) a vySetruji sa jeho zakladné vlastnosti (pozri napr.
vetu 2.5).

1) Vlastnosti lavych idedlov v H(c#{) uvedenych v a) aj b) vySetruju sa ,stcasne”.
Désledkom tvrdeni o lavych idealoch uvedenych v a) aj v b) su tvrdenia 0 maximalnych
l'avych idealoch v pologrupe S.

2) Na opis vlastnosti napr. maximalneho lavého idedlu L* v H(#{)s ohladom na
B < H(&#7) st vhodné zov§eobecnené pojmy: parcialna 'ava grupa a parcialna grupa.

Na priklade sa da ukazat’, ze existuje pologrupa S, ktora neobsahuje minimalne ani maximalne
idealy a obsahuje nekonecne vela lavych idealov v H(F#) akazdy lavy ideal H(#7)
obsahuje nekonefne vela maximalnych a minimalnych idedlov v H(Z#) sohladom na
B < H(&#7) (pozri priklad 0.1 v [7]).
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Horopter — od fyziologického k pocitacovému vidéni

Milada Kocandrlova, Jarmila Radova

Abstrakt

V ¢lanku  jsou  odvozeny  vlastnosti
prostorové kvartiky zvané horopter. Ve
fyziologii vidéni je horopter kiivka, kterd se
zobrazi do identickych bodii obou sitnic.
V geometrii je horopter kiivka praniku
rotaéni valcové plochy a hyperbolického
paraboloidu. Rovnobézné priméty horop-
teru do roviny rovnobézné s osou vélcové
plochy jsou kubiky. Stfedové pruméty
horopteru zjeho bodi na rovinu kolmou
kose valcové plochy jsou kruznice.
Definice a vlastnosti horopteru lze vyuzit
v pocitacovém vidéni.

Abstract

Properties of space quartic horopter are
derived in the paper. Horopter is described
in physiology of human vision as a curve
that is mapped to identical points on both
retinas. In geometry it is determined as
intersection curve of cylindrical surface of
revolution and hyperbolic paraboloid.
Views of horopter in parallel projections to
plane parallel to axis of cylindrical surface
are cubics. Horopter views in central
projections from its points to plane
perpendicular to axis of cylindrical surface
are circles. Definition and properties of

horopter can be applied in the computer
vision.

Key words: curve, quartic, cubic,
cylindrical surface, hyperbolic oparaboloid

Kli¢ova slova: kiivka, kvartika, kubika,
valcova plocha, hyperbolicky paraboloid

1 Uvod

Horopter (z fectiny: horos — hranice, opter — pozorovatel) podle Ottova slovniku nau¢ného [1]

,Horopter jest souhrn nebo geometrické misto vsech onéch bodu, jejichz obrdzky pri nazirani
obeéma oc¢ima nalézaly by se v obou sitnicich na tzv. identickych bodech. *

Jako prvni se problémem vidéni zabyval v 11.stoleti Muhammad ibn al-Hasan ibn al-
Hajtham, zvany Alhazen (965-1040, arabsky matematik, optik, astronom), ktery vychazel
z praci Ptolemaiovych o binokularnim vidéni. Pozoroval body v zorném poli, ale nepopsal
jeho hranici. Pojem horopter zavedl Francois d”Aguilon (1567-1617, belgicky matematik,
fyzik a architekt) vroce 1613. V roce 1818 Gerhard Vieth (1763-1836, némecky pedagog)
uvedl, ze horopter musi byt kruznice, prochazejici fixacnim bodem a uzlovymi body obou o¢i.
Poté Johannes Miiller (1801-1858, némecky biolog a 1ékai) doSel ke stejnému zavéru
v horizontalni roving, ale oCekaval, ze horopter by méla byt plocha. Teoreticky horopter
v horizontalni roviné¢ byl nazyvan Viethova-Miillerova kruZznice. V roce 1838 Charles
Wheatston (1802-1875, britsky fyzik) sestrojil zrcadlovy stereoskop, ktery mu umoZznil
studovat horopter empiricky. Podafilo se mu ukazal, ze nase vidéni probihda v mysli
kombinaci dvou samostatnych obrazti objektu, ktery ob¢ nase o¢i vidi z raznych pozic, viz
[2]. Teoreticky horopter téméf ve stejnou dobu nezavisle na sob& popsali dva némecti
fyziologové Hermann von Helmholtz (1821-1894) a Ewald Hering (1834-1918). Popsali dvé
¢asti horopteru. Prvni c¢ast, oblouk na Viethové-Miillerové kruznici, od uzlového bodu
jednoho oka pies fixa¢ni bod k uzlovému bodu druhého oka. Druhou casti je Prévostova-
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Burckhardtova ptimka, kterd je kolma na rovinu kruznice a prochdzi fixacnim bodem. Jacek
Turski vroce 2016 ukazal, ze ke kazdému fixaCnimu bodu existuje horopterovy oblouk.
Helmholtz ptedpovédél a T. Solomons odvodil tvar prostorového horopteru jako prostorovou
kubiku, viz [2].

2 Horopter jako prinik dvou kvadrik

Jednou kvadrikou bude rotac¢ni valcova plocha ¥, na které zvolime povrsku p a tecnu t
v bod¢ povrsky protéjsi k povrsce p (ne kolmou). Povrska p, teCna t a rovina m, kolma k ose
valcové plochy 9, urcuji druhou kvadriku, kterou je hyperbolicky paraboloid p.

Vsechny uvedené Utvary vyjadiime ve vhodné zvolené kartézské soustavé soufadnic. Osu
Z umistime do osy valcové plochy ¥ aosuy tak, aby kolmo protinala povrsku p.

Vialcovou plochu 9 popiseme implicitni rovnici

:x?+y?=7r3r>0 (1)
nebo parametrickymi rovnicemi v cylindrickych soufadnicich

X(p,t) =[rcose,rsing, t],¢ € (0,2m),T ER.

Ridici utvary hyperbolického paraboloidu, povrska p a tecna t valcové plochy 9, fidici
rovina 1, jsou

p:X(t)=[0,-nrt],teR, tiy=r,z=kx, k>0, m:z=0.
Potom rovnice hyperbolického paraboloidu je

u:2krx=(y+r)z. (2)

T

Obr. 1. Prinik valcové plochy a hyperbolického paraboloidu
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Prinik vélcové plochy 9 a hyperbolického paraboloidu u, obr. 1, je kiivka ¢tvrtého stupné,

ktera se rozpada na pfimku y = —r,x = 0 a na kubiku
h: X(p) = [rcos @, 7sing, 22] ) € (0,27) 3)
AP P, ¢ 1+sing 1’ 4 ’ :

Kubika (3) podle [3] se nazyva horopter. Piimka y = —r,x = 0 je asymptotou kubiky (3).

3 Priuméty horopteru do souiradnicovych rovin

Rovnobéznym primeétem horopteru h do souradnicové roviny xy je kruznice
hy:x? 4+ y? =r2

Proto mozna némecky pedagog Gerhard Vieth v roce 1818 usoudil, ze horopter musi byt
kruznice.

Vylou¢ime-li z rovnic (1), (2) proménnou y, dostaneme jako pramét horopteru h do roviny
xz kvartiku

hy:x(x z2 + 4kr?(kx — z)) = 0. 4)
Kvartika (4) se rozpada na kubiku
x z% + 4kr?(kx —z) = 0, (5)

ktera se nazyva kubicka spirala, nebo hadovité kiivka (studoval ji Newton v roce 1701) a jeji
asymptotu x = 0, obr. 2.

Oznacime-li v rovnici (5) kubiky a = 2r pramér kruznice na obr. 2, b = 2rk, bude mit
rovnice (5) tvar

abz
X =—,
72 + b2

ktery snadno odvodime z obr. 2.

Obr. 2. Kubicka spirdla dana rovnici (5)
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Vylou¢ime-li z rovnic (1), (2) proménnou X, dostaneme pramét kubiky h do roviny yz

hy: z2(y + 1)? = 4k*r?(r? — y?). (6)
Kiivka (6) je kvartika, ktera se rozpada na ptimku — asymptotu, obr. 3,

y=-r (7)
a kubiku

z2(y + 1) = 4r%k2(r — ). (8)

Kubika (8) podle [3] se nazyva zobecnéna verziera di Agnesi, (Maria Gaetana Agnesi, 1718-
1799, italska matematicka a filosofka), nazyvana téz Newtonova verziera.

Oznacime-li opét v rovnici kubiky (8) a = 2r, b = 2rk , bude mit rovnice verziery tvar

ab? —z?

y:§b2+zz

a po jednoduché upravé dostaneme rovnici, kterou lze odvodit z obr. 3

Obr. 3. Newtonova verziera dana rovnici (8)

Obr. 4. Horopter a jeho praméty hq, h,, hs
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Na obrazku 4 je ktivka horopter se svymi praméty do soutadnicovych rovin, viz. [4].

4 Plocha teCen horopteru

Dalsi kiivkou, spojenou s kiivkou horopter, je fez g, plochy o jejich teCen rovinou m, obr. 5

. . 2rk
a: X(p,t) = [rcosq) —trsing,rsing + tr COS P, g (cos ¢ — t)],
op:x =r(1—sing)cose,y —r=r(1—-sing)sing, ¢ € (0,2m). 9)

Obr. 5. Plocha tecen horopteru a jeji stopa kardioida.

Kiivka (9) je kardioda, je upatnici kruznice hy pro pél v jejim bod¢ Ty, obr. 5.
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5 Stredovy prumét horopteru

Kiivka horopter se promitd z kazdého svého vlastniho bodu na rovinu 7w, kolmou k jeji
asymptoté p, do kruznice.

V obrazku 5 je h; kolmy pramét horopteru (fidici kruznice rotacni véalcové plochy (1)) na
rovinu 7. Bod T; je kolmy primét bodu dotyku tecny t valcové plochy (1). Do bodu p; se
promitad asymptota p horopteru. Do bodu M; se promitd z bodu M nevlastni bod horopteru
(nevlastni bod asymptoty p). Bod T, je prisecik horopteru s rovinou . Tec¢na t' horopteru
v bod¢ M se promitd do tecny t'; kruznice h,. Prisecik te¢ny t’ s rovinou m uréime pomoci
teCné roviny hyperbolického paraboloidu v bodé M. Jeji stopa p, je rovnob&zna s primétem
m, tvorici pfimky hyperbolického paraboloidu (ta je rovnobézna s fidici rovinou ). Pfimka
MP' je tvorici pfimkou druhého regulu hyperbolického paraboloidu, je rovnobézna s
druhou fidici rovinou y = 0. Stopnik piimky MP' naroviné m je bod P°. Na pfimce p, = P',P
lezi hledany stopnik P te¢ny horopteru v bodé¢ M. Tecnou t' se promita jeji bod dotyku
s horopterem do bodu P.

Py

Obr. 6. Stredovy primét horopteru z bodu M na rovinu
Z obrazku 6 je ziejmé, ze body M, T, PP’ lezi na kruznici h';.

Vsechny kruznice, do kterych se sttedové promita horopter ze svého vlastniho bodu, maji za
pramér tétivu kruznice h; s jednim krajnim bodem T;, uzlovym bodem. Stedy téchto kruznic
leZi na kruznici k nad pruimérem S$;T; (geometrické misto stiedl tétiv svazku tétiv kruznice

hy).
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Horopter — od fyziologického k pocitacovému videni

6 Horopter v pocitacové grafice

Predpokladejme, Ze chceme ziskat 3D objekt, stanovisté kamery, neznamé parametry kamery,
ze sady snimku. Riizné algoritmy automatické kalibrace kamer fesi riizné situace za riznych
podminek (pocet obrazki, rizné parametry kamery, znalost objektu). V praci [4] autofi
k paru kamer pfifazuji horopter, mnozinu bodii v prostoru, které maji stejné soufadnice obrazi
v obou kamerach, problém fesi iteraci. Naznacime, jak by se problém feSil pomoci vlastnosti
horopteru, které jsme v predchozich odstavcich uvedli.

Ptredpokladejme, ze v jedné kamete mame kubickou spiralu

r —
z' = +2kr _y’ Jx =
r+y
a ve druhé kametfe Newtonovu versieru
2kr
z' =7(Ti 2 —X'Z),y’ =0

vzhledem k lokélni soustavé soufadnic x’, y’, z’. NatoCeni kamery vzhledem ke globalni
soustavé soufadnic X, Y, z je uréeno tfemi uhly: pfiénym sklonem w ve sméru osy X,
podélnym sklonem ¢ ve sméru osy y a pootocenim k ve sméru osy Z. Matice rotace kamery
do globalni soustavy soufadnic je

cosk sink 0\ /cose 0 —sing\ /1 0 0
R=|—-sink cosk 0 0 1 0 0 cosw sinw |
0 0 1/ \singp 0 cosg 0 —sihw cosw

Uzlovy bod T; kamery ur¢ime podle pfedchoziho odstavce.

7 Zavér
V ptedchozich odstavcich jsme definovali kiivku zvanou horopter a odvodili nékteré jeji
vlastnosti. Nakonec jsme uvedli jak by se mohla kiivka vyuZit k rekonstrukci snimki.
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Kabinetni axonometrie —
odvozeni hodnot parametrd elips
pri zobrazeni kruznic vepsanych do stén krychle

Alice Kralova

Abstrakt

Obsahem c¢lanku je vypocCet parametra
elipsy vepsané do kosodélnika, ktery je
projekci vodorovné stény krychle v kabi-
netni axonometrii. Jsou zde ptedlozeny dva
nezavislé zplsoby vypoctu zalozené na
dvou riznych geometrickych konstrukcich.
Tim jsou ziskany vysledky, které jsou pies-
néjsi nez priblizné hodnoty uvedené v tech-
nické norm& CSN EN ISO 5456-3.

Klicova slova: elipsa, kabinetni axonomet-

Abstract

The subject of this article is calculation of
proportions of an ellipse inscribed in
parallelogram which is projected horizontal
face of a cube in cabinet projection. Two
independent methods of calculation are
introduced based on two different geometric
constructions. Thus obtained results are
more accurate than approximate values
stated in technical standard ISO 5456-3.

Key words: ellipse, cabinet projection,

technical standard ISO 5456-3

rie, technickd norma CSN EN ISO 5456-3

1 Technicka norma CSN EN 1SO 5456-3

Ozna¢eni CSN EN ISO 5456-3 nese technickd norma s hlavikou Technické vykresy —
Metody promitani — Cast 3: Axonometrické promitani. V této normé jsou popsany doporu-
cené zpisoby axonometrického zobrazovani, které se maji pouzivat v technickém kresleni.
Jednou z uvedenych mozZnosti je uZziti tzv. kabinetni axonometrie, kterd je typem kosouhlé
axonometrie, pii niZ je dana svisla primétna urcend soufadnicovymi osami X a Z. Smér pro-
mitani je zvolen tak, ze primét osy Yy svird s osou X thel 45° a délky na prostorové osey se
promitanim zkracuji na polovinu.

Jednad se o zobrazeni, které se bézn€ (uz od zékladni Skoly) nazyva terminem ,,volné
rovnobézné promitani*, ackoliv tento nazev je nepiesny vzhledem k tomu, Ze pojem volné
rovnobézné promitani je mnohem obecnéjsi, nez odpovidd konkrétnimu zptisobu axonomet-
rické projekce, kterou je kabinetni axonometrie.! Vime, Ze stény krychle v rovinach
rovnobéznych s primétnami (X, Y) a (Y, z) se promitaji do kosodélnikl a vepiSeme-li do téchto
stén kruznice, promitanim se zobrazi do elips. Pro nas je zajimavy obrdzek uvedeny v této
normé pod ¢islem 112, ktery tuto situaci zachycuje a k némuz je pfipojen popis, ktery tvrdi, ze
hlavni osa elipsy svira s hranou krychle odchylku piiblizné¢ 7° a pro hlavni a vedlejsi osy
elipsy plati vztahy 2a = 1,06s, 2b = 0,33s, kde s je délka hrany krychle.

! Podobny problém se tyka nazvi rovnobéznik a kosodélnik, kdy rovnobé&znik je obecn&jsi pojem nez
kosodélnik, a rovnobéznikem lze nazvat naptiklad Ctverec.
2 Jedn4 se o obrazek v normé [3], kde je oznadeny &islem 11, do textu je pevzaty jako obr. 1.
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Odvozeni téchto vztahi je hezkou planimetrickou ulohou, kterou ziskame zcela piesné
hodnoty, zatimco v normé [3] jsou hodnoty zapsany pouze pfiblizn¢ desetinnymi ¢isly. Pii
zaokrouhlovani na dvé desetinna mista by délka 2a méla byt vyjadiena jako 1,07s (obr. 1).3

%1,0685

sk T %[w 7,02

e |l

Lo |

N [

Lo F

------ Y IR S
\\J--JI------- --‘I- o
,’I : ]: X
Yk ‘SQQQ_IS‘

Obr. 1

2 Vypocet parametru elipsy uzitim Rytzovy konstrukce

Hledanad elipsa €, feknéme v roviné rovnobézné s prumétnou (X, Y), je vepsana do
kosodélnika, jehoz strany maji délkys, resp. S/2, asviraji thel 45°. Témito udaji jsou
soucasné popsany tzv. sdruzené prumery elipsy rovnobézné se stranami kosodélnika, z nichz
je mozné uzitim Rytzovy konstrukce sestrojit kolmé praméry.

ly

.-

Obr. 2

Provedeni Rytzovy konstrukce je néasledujici (obr. 2): od stfedu S elipsy naneseme na kolmici
k delsimu pruméru KL polovinu jeho délky, ¢imz ziskame bod L', takze |SL| = |SL’|. Pfimka p

3V ugebnicich [1] a [2] je pro délku hlavni osy elipsy z normy pievzata hodnota 1,06, navic je pro délku
vedlejsi osy uvedena chybna hodnota 0,35s.
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Kabinetni axonometrie

je spojnici bodu L s bliz§im bodem kratSiho pruméru, coz je bod M. Sestrojime kruznici k se
sttedem v bod¢ O, ktery je stiedem usecky ML’. Body | al” jsou prasefiky kruznice k
s ptimkou p. Hlavni osa elipsy lezi na spojnici Sl v ostrém thlu sdruzenych pramért, vedlejsi
osa pak lezi na spojnici SI'. |[MI’| je délka hlavni poloosy a [MI| je délka vedlejsi poloosy
elipsy E£.

Abychom mohli provést vypocet, zavedeme soufadnicovy systém, jehoz pocatek bude ve
stiedu S elipsy a osu X vedeme prumérem KL. Pokud délku hrany krychle oznac¢ime s = 2a, je

{a42 a\/_}

S[0; 0], L[a; 0], L" [0; a]. Protoze [« LSM|=45°a |SM|=a/2, je M

Soutadnice stfedu O useCky ML™ ur¢ime jako aritmeticky primér X-ovych a y-ovych
afz. a(4442)
8’ 8

soufadnic bodi M a L, takze je O . Dale sestavime rovnici kruznice K,

ktera ma stifed v bod¢ O a polomér |SO|.

54242 .

s0|=[s0] = —+6—; (16+8V2+2) :%

Rovnice kruznice k:
[x_i] {2 (4+f)j ® (s+2d2).

Kruznici k protneme piimkou ML v bodech | a I". Pfimka ML " je urCena vektorem

a2, (V2-4)

4 4

L'M =

Ptimka p je ur€ena parametrickymi rovnicemi ve tvaru

a2

—t—

a-(\/§—4)-

y=a+t-

Priseciky ptimky p s kruznici k poc¢etné hleddme dosazenim parametrickych rovnic piimky p
do rovnice kruznice k:

a a a:(V2-4) 4 a’
[i t—T\/_J + a+t-¥——-(4+\/§) =E-(5+2«/§).

5+2«/_
522

Vhodnymi upravami Ize tuto rovnici zjednodusit do tvaru (2t 1)
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5+22
7

Odtud ziskdme dvé mozné hodnoty parametru t, a to

7 +5+242 t_\/1_7—5—2\/5
217 217

Dosazenim hodnot t; a t; do parametrickych rovnic ptimky p ziskdme soufadnice hledanych
prusecika | a/’. Vidime, Ze je t; > 1o, takze po dosazeni hodnoty t; ziskame vétSi X-ovou
soutfadnici nez po dosazeni hodnoty t>. Tedy v souladu s obr. 2 urCuje parametr t; polohu
bodu | a parametr t; polohu bodu 7.

z &ehoz dopotitame, Ze |2t 1] =

Soufadnice bodu I:

x=%-ﬁﬁ=%~(«/§+5ﬁ+4),
y=%.(4+g.(ﬁ_4))= 8\71_7-(8ﬁ+(ﬁ+5+2\/§)-(ﬁ—4)),

a \/—

_ (34 + 417 =32 -16) .
V=i | )
Urc¢ime velikost <L Sl jako odchylku vektort SL a SI.

SL-SI

., SL=(a;0), [st]=a.

RSN

Hodnoty soufadnic vektoru SI jsou stejné jako hodnoty soutadnic bodu I, prozatim je nechme
obecné jako x ay. Je tedy

a-x X
a-\/x2+y2 \[x2+y2 '

. a I , . , oy ,
Po dosazeni se zlomek —— vykrati, tedy vyraz, ktery musime dopocitat, ma tvar

817

CoS @ =

@+5\/§+4 _
\/(Jﬁ+5ﬁ+4)2 +(\B4+ 417 ~3V2 -16)

CoS @ =

S vyuzitim programu Maple 1ze uvedeny vyraz upravit do tvaru

ﬁ-(ﬁ+5ﬁ+4)
417317 \J5+242

CoS @ =

Po rozsifeni soucinem \f17+3\/]7 -\/5—2\/5 a dalSich upravach je hledany uhel roven
hodnoté
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Kabinetni axonometrie

17+ 417

@ = arccos , [————— =7,01812°.
34

Soufadnice bodu

XZ%.(M—&E—Q,
y=%~(8\/1_7+(\/1_7—5—2\/§)'(\/§—4))=%-(\/ﬂ+4«/1_7+3\/§+16) .

Hlavni poloosa elipsy ma délku [MI'|, vedlejsi poloosa mé délku |[MI|. Protoze x-ovou i y-ovou

a-234
817

Sjﬁ'(ﬁ+5\/§+4)' y:8x71_7.(_\/3_4+4\/1_7+3\/§+16).

. , a vy o
Po dosazeni do vyrazu /x* + y? lze vytknout zlomek ——, takZe je tfeba dopo¢itat

817
Y32 +542 ) + (B4 + 4T +312 +16)

soufadnici bodu M lze zapsat ve tvaru , jsou soufadnice vektoru MI'

X=-

PouZzijeme-li program Maple, ziskdme hodnotu

_a 5+«/1_7
«, 5

coZ znamena, ze je délka hlavni osy elipsy € rovna

2|MI!|:2a\/5+g/ﬁ=J5+g/ﬁ

IMI’

s=1,067889603-s .

Vektor Ml ma4 soufadnice

x=—2 (~V34+5¢2 +4). y= a (~V/34 + 4417 ~372-16) .

817 817
Po dosazeni do vyrazu /x° +y? a vytknuti zlomku % musime dopoé&itat vyraz

2 2
(B2 +5V2 +4)" (B2 + 4T 32 -16)
ktery lze v programu Maple upravit tak, ze délku 2:|MI| vedlejsi osy elipsy € zapiSeme jako

5-17

5 -§=0,331076723-s.
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3 Vypocet parametru elipsy na zakladé konstrukce v piidruzené
Mongeové projekci

K ptdorysné urcené souradnicovymi osami X a Yk, ktera je kosouhlym priimétem prostorové
osy Y, ptitadime ptidorysnu ptidruzené Mongeovy projekce uréené kolmymi osami X a y°. Na
ose Y° vidime délky ve skute¢né velikosti. Promitanim na osu Yk se zkracuji na polovinu, ¢imz
je uren smér S promitaciho paprsku.

Mezi otocenou pudorysnou (X, Y°) a kosouhlou pudorysnou (X, yk) existuje afinni vztah
realizovany paprskem S s osou afinity v ose X. Kruznice K sestrojena v padorysné (X, y°) se
afinitou prevede do elipsy &, kterou hledame.

Vyuzijeme konstrukci, kterd nam umoznuje z kolmych praméri kruznice K sestrojit pfimo
kolmé priméry elipsy €.

Sestrojme kruznici K se sttedem v bod& S° o poloméru r=5/2, ktera se dotyka soutadnico-
vych os X a y°. Uréime polohu stfedu S elipsy €. Osa tsecky S°S protne osu X v samodruzném
bod¢ O, jenz je stiedem Thaletovy kruznice | prochazejici obéma stfedy S° i S. Kolmé
pruméry kruznice K i elipsy € prochazeji pruseciky P a P” kruznice | s osou X. Krajni body
téchto priméri na kruznici K promitneme smérem S do hlavnich a vedlejSich vrchola
elipsy E.

N 24

Rytzovy konstrukce, ale na druhé strané je zase zajimavejsi.

% ¥

Obr. 3

Oznaéme ¢ thel, ktery svira paprsek § s osou y°. Uhel mezi osami Yk a y° je 45°. Necht se
kruznice k dotyka osy X v bodé T, ktery je souc¢asné bodem dotyku elipsy € s osou X.
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Kabinetni axonometrie

Podivejme se na AS°TS:

e |S°T|=r ... polomér kruznice k, [ST|=r/2.
e Ozna¢me |S°S| = a.

e Protoze je spojnice S°S rovnobézna se smérem S , je [XTS°S|= @.

o |XS°TS|=45°.
Abychom stanovili velikost uhlu ¢, uzijeme pro AS°TS sinovou a kosinovou vétu:
r
S°S ST P
—| | :—|_ | = i:—_z = Siﬂ(ﬁz—rﬁ.
sin45°  sing J2  sing 4a
2

2

2
a’= r2+%—2~r~%~cos45°=%~(5—2\/§) = azg-\/S—Z«/E.

sing - W2 12 /5+2\/§
4.;. 22 2 5-242 34

Nasi snahou bude vyjadtit polomér p = |SO| = |S°O| Thaletovy kruznice |. Za¢neme tim, Ze
prodlouzime tseCku S°S tak, aby protala osu X v bod€ Q. Oznacme x = |SQ|. Pro nalezeni
délky x uzijeme pravouhly AS°TQ, v némz je

|S°T| o r

S°Q| a+x coS @

Cosp =

Protoze je ¢ <90°, je cos ¢ > 0, tedy

cos(p=\/1—si7¢=\/1—5+2*/§=\/29_2*/§=\/5+2‘/§~(2\E—1) |

34 34 34

Pouzili jsme tpravu*

4 Pro nalezeni vztahu mezi \/ 29 - 2\/5 a \/5 + 2\/5 uzijeme postup:
20-242 = (5+242)- (a+bV2) =5a-+5b\2 + 202 + 4b

29 =5a-+4b

a=9,b=-4.
-2=2a+5b

Podobné¢ ziskame vztah \IQ - 4\/5 = 2\/5 —1 tak, Ze napiSeme
942 =(a+bV2) =a®+ 2ab2 +20°

9=a?+2p’
-4 =2ab a=-1,b=2,
-2=ab

pti¢emz je vyraz 22 -1>0.
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V29242 =[5+ 22 9- 442 =[5+ 22 (22 -1) .

; v V_s . (2\/_+1) 34-(51—72\/5)_% o

“2d2-1\5+242

_Jsmzﬁ (22 (V2 +1)-7)= L 5-2E (1+242)

— VO

Ozname stied strany S°S jako bod V. Bodem V prochazi osa 0. Necht je v
Prohlédnéme si pravouhly AQVO. V tomto trojuhelniku je uhel pii vrcholu Q roven hodnoté

90° — @, nebot’ v pravouhlém AS°TQ je ¢ thel pii vrcholu S°. Je tedy «VOQ = ¢.

x+§ x+2

tgp= MOl _2

Vo v tgp
sing 1 L:Z\/E—l.

tgp = = =
99 cosp 242-1 tg e

( f .m.(1+zﬁ)+g.mj.(m_l):

"l

B2 (o a7 (a2 - R (o) (221
7-(1+2ﬁ)

:—r'\lzzﬁ.(uz\/ﬁ) (2v2- 1)—% W-(HZ\/?)-

Oznaéme S = «SOQ. Protoze je ¥VOQ = ¢, v pravouhlém ASVO je uhel <VOS = ¢ — f

a plati
a
ISV| > 1
t _ L | _=_
WP =No| ™V "o "o
vl 3
SV a
in(o=F)= 151~ 5 = P T )
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Kabinetni axonometrie

Funkeci sin( @ —f) vyjadiime uzitim vztahu

;. sin’x _ sin®x - tg® x . tg® x
tg® x = = sin®x= — = sinx=t .
cos” X l sin® x 1+tg° x 1+tg° x

Hodnota sin(¢@ — f) je kladna, proto

1
: (1+242) 9+4J‘ 5-242
sin(p=p)=+ R 10+4\F 3
[ e

N AE

;
23|n((p B) 2 2\/5 2\/- 4

p=

Dale uzijeme rovnoramenny ASOP, v némz je |SO| = |OP| = p a |«SOP|=180° - 5.
Plati, Ze

1
~.|sP
2)  [oP| "~ 2p

|SP| = 2p-sin(90°—§j = 2p-cos§ :

B

ProtoZe je COSE >0, uzijeme vztah

03£=+ w
2 2

Uhel £ spoéitame jako tihel @ — (¢ — f), takZe je
cos 3 =cos(p—(p—B))=cosg-cos(p— B)+sing-sin(p-B) .

Abychom do uvedeného vztahu mohli dosadit, potiebujeme vypocitat hodnotu cos(¢ — f),
pficemz zname hodnotu sin(@ — f). Protoze je cos(¢ — f) > 0, mizeme psat °

5-242  [29+2¢2  [5-22
34 =\/ =\/ 34 (1r242).

34

cos(p— )= +\/1—Sin2 (p—p) = \/1—

5 Ve vypoctu uzijeme Gpravu

\/29+2\E:\/5—2\E-\/9+4\E:\/5—2\5-(“2\5) .
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- [FRE (o) P2 (o) 5E 2R

7 g AT 4T

34 34 17

Po dosazeni

Dale
1+@
ol 17 f17+4\j1_7
2 2 34
Pak je

5P| r\/3_4. f17+4J17 _ r.«/17+4\/1_7
2 34 2 '

Dal$im trojuhelnikem, ktery nas zajima, je rovnoramenny AS°OP, v némz je |S°O| = |OP| = p
Abychom ur¢ili velikost «S°OP, nejprve stanovime, ze |XS°0Q| = ¢ + (¢ — f). Pak |«S°OP| =
=180° — |«S°0Q| = 180° - 2¢p+ S.

Stejnym postupem, jaky jsme uzili u ASOP, vyjadiime délku strany S°P jako

|S°P| = 2p-sin(90°—(p+§) = 2,0-COS((/)—§) .

Protoze

ﬂj B . . P
CcOS —— |=CO0S@-COS—+SIn@-SIN—
(‘0 2 GrEosy eI

B

vyjadiime kladnou hodnotu sin 5 jako®

Bl cosZﬂ \/1_17+4«/17 :\/17—4»\/17 :\/17+4\/17 ( 17_4) |
>~ 34 34 34 "
B _ ,5+2\5 17+ 417
Cos(gp_EJ_ 3—4(2\/5_1) 3—4+

+\/5+2‘/§.\/1”4*/1_7.(@_4):‘/5+2‘/§;£{17+4*/1_7.(2J§+\/1_7_5) |

34 34

Potom je

® Ve vypoctu uzijeme upravu

\/17—4\/7:\/17+4\E.\/33—8\E=\/17+4E-(\E—4) .
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S°P|=r- \/5+2«/_2:/ﬁ17+4\/_ (Zﬁ 75 )

. - SP
Pfi promitani ve sméru S se usecka S°P zobrazi do usecky SP, stanovime pomér p = | |

[s°P

~1,067889603 ,

_ N4 1 + [5+17
J5+22 242+17-5 8

pricemz upravu (*) jsme ziskali vypoctem v programu Maple.
Délka hlavni osy elipsy €, do niz se promitne primér kruznice k, je tedy po zaokrouhleni na
dvé desetinna mista rovna jeho 1,07-ndsobku, coz je také 1,07-ndsobek délky s hrany krychle.

Abychom stanovili, vjakém poméru se zkrati primér kruznice Kk, ktery se promitne do
vedlejsi osy elipsy €, vezmeme v uvahu dva pravouhlé trojihelniky P'SP a P'S°P, kde body
P a P’ jsou pruseciky Thaletovy kruznice | s osou X, takze je |[PP’|=2p.

Urc¢ime velikost uhlu @ = «SPP’ v AP’SP. Protoze je v ASOP tuhel pti vrcholu O roven

1800—(180°—ﬂ) _ Yé;

hodnot¢ 180° — £, ma «SPO velikost =—, nebot’ se jedna o rovnoramenny

2
trojuhelnik.
Uhly SPP’ a SPO jsou ale totozné, je tedy a = g
sing=— ="— |SP’|:2,o-sino::2,o-siné :
T 2p 2
Dosazenim
ISP|= r*/_ 17+31‘/_ (\/1_7—4)=£- 17+ 4417 - (VA7 - 4).

Analogicky vypocet provedeme v AP'S°P, vnémz nejprve stanovime velikost <S°PP’.
V rovnoramenném AS°OP ma uhel pfi vrcholu O velikost 180 °— 2¢ + S, takze je |XS°PP’| =
180°—(180°—2¢+ f3) Yii

= ¢ _—

= |4S°PO| =

' =2p-Sin(¢—§J .

: B B . p
Sin —— [=SIN@-COS— —COS@-SINn—
((0 2 Py TEReEI,

Protoze je
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po dosazeni vyjde

: +242 + +242 +
oo~ - P PR P e (P ()
=*/5+2\/§;{17+441_7~(8\E+E—2ﬁ—3) |

sop]-r V22 %HW (82 +T7 -2 -3).

Pfi promitani se tisecka S°P” zobrazi do Gsecky SP’, stanovime pomér =

V34 J17-4 < [5-\17
J5i2y2 82+ \17-234-3 \ 8

Posledni uprava (*) byla realizovana v programu Maple.

~0,331076723.

Délka vedlejsi osy elipsy €, do niz se promitne pramér kruznice K, je piiblizné rovna jeho
0,33-nasobku, coz je také 0,33-nasobek délky s hrany krychle.

Posledni udaj, ktery ur¢ime, je odchylka hlavni osy elipsy € od osy X, coz je soucasné
odchylka hlavni osy elipsy od hrany krychle, jejiZ velikost je rovna thlu .

S

Protoze o = > je velikost thlu o dana vztahem

o = arccos , ’% ~7,01812°.
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Ako sa pisala kniha
profesora RNDr. Jana Cizmara, PhD.
Dejiny matematiky od najstarSich Cias po sucasnost’

Zita Sklenarikova

Abstrakt

Vynimo¢na kniznd publikdcia, ktord sa
objavila na kniznom trhu koncom roka
2017, dielo ,Dejiny matematiky od
najstarSich Cias po sucasnost™, vznikala
pocas niekol’kych rokov naro¢nej tvorivej
prace autora prof. RNDr. Jana Cizmara,
PhD. za wvydatnej neziStnej pomoci
kolegyne RNDr. Zity Sklenérikovej, PhD.
pri prepisovani rukopisu do elektronickej
podoby.

Jedinecnost’ tejto nezvycCajnej knihy z edicie
vydavatel'stva Perfekt v slovenskej kniznej
produkcii dokumentuje aj ohlas, s akym ju
privitala cela matematicka komunita nielen
na Slovensku, ale aj v okolitych krajinach.
Zaujimavy pohlad na zrod diela prindsa aj
tento  Clanok.  Okrem  nezvycajnych
postrehov  z autorskej dielne prindsa aj
osobnu vypoved jednej z prvych cCitatel'ov
knihy, vyslovuje zasliZeny obdiv a hlboku
uctu k jej autorovi. Pocity, ktoré zdiela
arovnako povazuje za potrebné nahlas
vyslovit’ aj redak¢na rada Casopisu G.

Kracové slova: dejiny matematiky

Preludium

Abstract

Outstanding book publication appearing at
the book market at the end of 2017, ,, The
History of Mathematics from Ancient
Times to Present®, was formed as a result of
several years of challenging creative work
of its author, prof. RNDr. Jan Cizmar, PhD.
Transcription of the manuscript into
electronic version was possible with
relentless help of his colleague RNDr. Zita
Sklenarikova, PhD. The uniqueness of this
special volume, published in an edition by
printing house Perfekt, among Slovak book
publications was also documented in the
response not only of the whole community
of mathematicians in Slovakia, but also in
the neighbouring countries. This paper
brings interesting comments on the origin
of the book. In addition to the remarkable
remarks and notes about the authorship
period, one can also find a personal
confession of the book's first reader, who
articulates her admiration and deep respect
for the author. The journal G editorial board
shares the same sentiments, and considers it
necessary to articulate these strongly.

Key words: history of mathematics

V tvode treba pripomentt, Ze o pisani takéhoto diela, teda na prvom mieste o jeho koncepcii,
ma vysostné pravo hovorit’ len autor samotny. Je nim profesor Jan Cizmar, vzacny ¢lovek,
skvely vysokoSkolsky ucitel, ¢lovek s vedomostami priam encyklopedickymi (a to nielen
z vlastného odboru), ¢lovek, ktory nikdy nikomu neodmietol pomoc, ¢i radu, a pritom ¢lovek
vel'mi, vel'mi skromny. Ja sa mézem pokusit vyjadrit’ len viastné dojmy, pocity, ¢i mySlienky,
ktoré sa mi vyndrali v hlave pri prepisovani rukopisu do pocitaca, ked’ bolo uz davno
rozhodnuté o tom, co a ako pisat (s reSpektovanim Sirokého okruhu potencialnych citatel'ov).
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Rukopisu v pdvodnom vyzname slova, t. j. pisaného rukou; tvorilo ho 28 skolskych zoSitov
formatu A5 (kazdy zoSit mal do Styridsat’ listov). Pisalo sa na kazda neparnu stranu, pricom
vol'né strany boli ur¢ené na moje otazky — pripomienky, a si€asne na doplitujuce poznamky
autora po jeho precitani si prvého vytlacku relevantnej kapitoly; zapracované poznamky boli
jej prvou korektirou. A propos, rukopis... Myslim, Ze nie je potrebné opisovat’ autorov
rukopis. Pismo krasne, ale extrémne drobné! (Dnes, pozerajic do prvého zoSita (neriadko-
vaného), neverim svojim ociam: uz text temer nedokazem precitat’; linajkovy zoSit rovnakého
formatu ma 22 riadkov na strane — autorovi sa na Cistil stranu voslo 60 — 65 riadkov!!!)
O tyzden som dostala dve lupy, ani tie v§ak nevyriesili situdciu podl'a mojich predstav; bolo
treba pisat’ ¢o najrychlejSie, ak sme to mali stihnat’ v inosnom c¢ase. Druhym zoSitom ma
autor vel'mi potesil; pisal tlacené typy CitateI'né uz bez problémov (do zositov s riadkami).
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Ako sa pisala kniha profesora RNDr. Jana Cizméara, PhD. Dejiny matematiky ...

Ako som sa k pisaniu a kresleniu obrazkov vobec dostala (?). Pravdu povediac, ponukla som
tato pomoc moéjmu ucitelovi, dlhorocnému kolegovi a priatel'ovi. A Jan ponuku prijal. Vedeli
sme, ze ma v umysle napisat’ knizku o historii matematiky, chodievala som v ¢ase mdjho
poOsobenia na fakulte na ,,letné Skoly* z dejin matematiky, neskor medzinarodné konferencie.
Z jeho vystupeni bolo zrejmé, Ze si uz nie€o pripravuje. Teraz mi je vel'mi I'ito, Ze som si
nezapisala Co len datumy zaciatkov pisania kapitol. Autor to nerobil a ani sa na to —
pochopitelne — nemdze pamatat’; z hl'adiska tvorby koncepcie diela ide totiz o fakt naskrze
nedodlezity. Spominam si na jediny Casovy udaj — v roku 2004 som priatelovi profesorovi
Spagnolovi z Palerma na otazku ako d’aleko sme s dejinami odpovedala s ismevom ,,vyborne
Filippo, koncime stredovek!* Filippo sa zatvaril ustarostene (stredovek je siedma kapitola
knihy, str. 313 — 373). ,, No co, uz mame len styri kapitoly! *“ ,Pocitali sme* s cca 600 — 700
stranami, ale mam vel'ké podozrenie, ze Jan uz vedel, Ze toho bude ovela viac. Je mi I'ito, ze
profesor Filippo Spagnolo, clovek mily, starostlivy a velmi zi¢livy (osobitne k svojim
Studentom a doktorandom), si uz v knizke nemoze zalistovat’.

O tom, ¢o vSetko treba vziat do ivahy eSte pred napisanim prvych riadkov takéhoto diela
koncizne informuje jeho Uvod. Len mélo &itatelov si viak uz na tomto mieste uvedomi kol’ko
prace a kol'ko vzacneho Casu si vyber koncepcie vyzaduje. Zavoj sa pred citatelom bude
pomaly odhal'ovat’ priamo umerne s poc¢tom precitanych kapitol. Jedna vec je ale zrejma po
prvych troch-Styroch kapitolach, osobitne v kapitole o matematike v starovekom Grécku
a helenistickom svete. Je nou fakt, ze matematika sa nediala, nerozvijala vo vzduchoprazdne,
ale na istom Uzemi, v urcitych spolocensko-politickych podmienkach, ktoré vzdy zaviseli od
ekonomickej bazy spolo¢nosti vo vsetkych spolocenskych formaciach, bez vynimky. Rovnako
dolezité je oboznamenie sa s uroviiou matematického poznania tej-ktorej spolo¢nosti, ako aj
s prameinimi, na zdklade ktorych tato k novym vysledkom dospela. A na mnoho dalSich
otazok, ktoré sa mozu vynorit’ pred Citatel'om diela, ddva odpoved’ autorov Doslov.

Adagio ma inquaieto

Pri opisovani rukopisu som temer nevnimala obsah napisaného; znie to mozno paradoxne, ale
opisovala som ,,slova®, i ked’ som spravidla napisala celtl precitani vetu. Bzucanie pocitaca
ma vel'mi vyrusuje; aby som si text zmysluplne precitala, potrebujem ho v kniznej podobe.
A preco spravidla? Veru nie som taky génius, aby som si vedela zapamétat’ Sestriadkovu vetu
na preditanie (n-riadkovych viet, n > 3 je v texte nadostac)©. Po napisani kapitoly (i jej
Casti) a vytladeni, som sa kone¢ne mohla venovat’ Citaniu. Az vtedy som zacala rozumiet
tomu, €o su to dejiny matematiky, i ako maji vyzerat. Kazdy vyber je subjektivny, ale nemala
som o ¢om pochybovat’, predsa profesor Cizmdr vie vsetko, ako vravievali jeho $tudenti.
V tejto faze, ked’ som uz zazivala podzitok z pre€itaného, som v duchu d’akovala autorovi, ze
uveril, Ze zvladnem tak pisanie, ako aj kreslenie obrazkov. UZ ani neviem, kol'kokrat som
kazdu kapitolu precitala, ale boli to krasne a vzacne chvile naplnené pohodou a pokojom.

Obrazky autor nacrtaval na parnu stranu zoSita; nebolo treba rysovat ich, text bol dostatocne
informa¢ny. Snazila som sa, aby boli ¢o moZno najpresnejsie a uhladné (lepSie to vyjadrit
neviem). Autor ma privadzal do zufalstva, ked’ sa na ne sotva pozrel a komentoval ,,ano, st
dobré* — zatial’ ¢o ja som ocakavala radu, ako ich vylepsit. Nuz, isteZe najdolezitejSim bol
text, aj pre mia. Ale nechcela som ni¢ pokazit, Zelala som si, aby vysledny dojem bol
esteticky — musela som sa spolahnit’ na vlastnu intuiciu. Kreslené obrazky st zretelne
odlisitelné od vkladanych skenov, ktoré maju tiez oznacenie ,,obrazky*; skeny mapiek
Cislované nie su. Materidl na skenovanie som mala uz ddvno; poskytol mi ho autor
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z najroznejsich zdrojov (odborné casopisy, tlatoviny, knizky, internet), eSte pred pisanim
textu. O Upravach skenovaného materidlu som nemala najmensiu predstavu — nemohla som
byt s vysledkom spokojnd. Bolo vSak pred nami este vel'a rokov prace, tak som to odlozila.
Do textu vlozené boli a dufala som, Ze sa do konecnych tprav nieCo nauc¢im. Pri zaverecnej
revizii textu som velmi lttovala, Ze som sa nedrzala prislovia ,,Co mdze§ urobit’ dnes,
neodkladaj na zajtra!* Clovek sa vskutku uéi cely zivot!

Presto

V poslednych mesiacoch roku 2016 bol rukopis pripraveny pre vydavatel'stvo, stile bez
findlnych technickych uprav. Portréty matematikov do kapitol sme eSte nemali pripravené;
planovali sme zaradit’ portrét pri prvom vyskyte mena. Nakoniec sa zacala stale néstojc¢ivejsSie
pontikat’ druha moznost, a to chronologické usporiadanie vyznamnych matematikov urcitého
obdobia na koniec prislusnej kapitoly. Uprava 259 portrétov nemala konca: ked’ sa mi
konec¢ne nejaky pozdaval, uz som hl'adala chybu na d’alSom. Som rada, Ze to mam za sebou.
Ked dnes na portréty pozeram, citim sa tak dobre, ako mdj sotva dva a pol ro¢ny prasynovec
Davidko, ked’ si spolu prezerame album jeho starej mamy, ¢i prastarych rodicov. (Déavidko uz
ma knizku aj s venovanim autora; d’alSie dve su v najblizSej rodine a ¢itaju ich hlavne
babicky.) Vel'mi sa teSim z vlozenych portrétov; je to uzasné vidiet za menom matematika
osobnost’ s osudom prevazne nie najstastnej$im, niekedy az krutym, ktord matematické
poznanie posunula ¢o len o maly kroc¢ik d’alej — pretoze len méaloktorym bolo dopriate hranicu
poznania prekroCit’ vyraznym skokom. Okrem portrétov mal Jan Stastny napad vlozit' za
doslov zoznam medzinarodnych kongresov matematikov v chronologickom poradi od roku
1897 do roku 2018, laureatov Fieldsovej medaily od roku 1936 do roku 2014, ako aj
fotografie najvyznamnejsich centier vyskumu a pokrocilych $tudii, a vyznamnych svetovych
univerzit.

Vtom cCase pani Mgr. Magdaléna Gocnikova, riaditel’ka vydavatel'stva PERFEKT, a.s.,
prijala rozhodnutie knihu vydat’ na odporucanie nasho vel'mi ustretového kolegu a priatel'a
prof. doc. RNDr. Andreja Ferka, CSc., ktory uz mal s vydavatel'stvom pracovné kontakty.
A masinéria sa mohla rozbehnut'. Zaciatkom decembra roku 2016 boli poslané rukopisy trom
recenzentom na vypracovanie posudkov s terminom odovzdania do konca januara roku 2017.
Posudky boli priaznivé; jeden z recenzentov sa vyjadril, Ze citanie rukopisu bolo prenho
najkrajSim viano¢nym darcekom.

Dalej sa podstatnymi ukazali dve veci: 1. — zohnat' sponzorov na vydanie diela; 2. — upravit
text do podoby vhodnej pre tlaciaren. PretoZze sme nemali dosah na Ziadnych sponzorov,
sustredili sme sa na upravu rukopisu. Bolo treba ¢akat’ na pokyny z vydavatel'stva ohl'adom
formatu, okrajov, typu pisma, velkosti, atd. Medzitym n-té ¢itanie textu... Do vydavatel'stva
sme boli pozvani niekedy na prelome februdra a marca. Ked mi technicky redaktor ukazal, ¢o
sa mu podarilo pretransformovat’ z ndsho rukopisu, bola som Sokovana. Namiesto matematic-
kych vyrazov tam boli akési ¢udné hieroglyty, ale nielen vo vyrazoch, ktoré boli samostatne
umiestnené, ale aj v texte; matematicky text totiZ nejde striktne oddelit’ od textu, v ktorom nie
je matematicky vyraz. Ja som pisala v editore rovnic temer vSetko, pretoze inak vyzera index
pri pismene napisany v editore v porovnani so zdvihnutym ¢i zniZzenym indexom vo Worde,
o d’alSom ani nehovoriac. A potom sa stalo nieco, s ¢im som nepocitala. Bolo to po 11. marci,
ked’ som vinou ,,nehody (?)* bola vyradend temer na dva mesiace z akejkol'vek prace.
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Prestissimo

Medzitym si vydavatel'stvo naslo ¢loveka, ktory mal matematicky text prepisat’. Na naSe milé
prekvapenie a $tastie nim bola nasa exkolegyna a priatel’ka, pani RNDr. Maria BeneSova,
CSc., vykonna redaktorka casopisu Acta Mathematics na FMFI UK. Ona prepisala matema-
tiku do formatu LATEX. Nebolo treba prepisovat’ cely text, ale bolo v fiom vel'a miest, kde sa
slova pri matematickom vyraze nedali rozlastit’, ¢im vznikali nové chyby. Na zaver sme si
vymienali jej texty po oprave chyb a vel'mi-vel'mi pomaly sa vSetko ,,Cistilo*. Myslim, Ze sme
uz boli vSetci traja na pokraji psychickych sil. A trvalo to celé prazdniny.

Mil4 Marica, rada by som sa Ti na tomto mieste pod’akovala za Tvoju obetavu pracu, ktoru
som scasti mala urobit’ ja — ide o Upravu niektorych skenovanych materialov a prevedenie
fotografii vyznamnych centier vyskumu a vyznamnych svetovych univerzit do ¢ierno-bieleho
variantu. Navyse, aj za Tvoju celkovl profesionalnu Upravu textu do tlace. Knizka je vskutku
prekrasna.

don Csmin DE" ln\'\'
MATEMATIKY

o - A ‘
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Finale

Tento prispevok nie je vedeckym ani odbornym ¢lankom (ktory by sa mi pisal ovela l'ahsie).
Je odpoved’ou na poziadanie veducej redaktorky, doc. RNDr. Daniely Velichovej, CSc. Ma
prezradit’ nie¢o z tvorivej dielne profesora Jana Cizmara v stvislosti s objavenim sa knizky
Dejiny matematiky na kniznom trhu. Priprava diela trvala veI'mi dlho, ani neverim, ze presli
tol'ké roky... Ale je to pochopitel'né, pri plnom pracovnom uvizku nebolo mozné pisaniu
venovat’ primerany &as. Pre profesora Cizmara boli vzdy jeho §tudenti a doktorandi na prvom
mieste — vychoval viaceré generacie stredoskolskych i tspesnych vysokoskolskych ucitelov.
A vychova ziakov v matematike od zakladného Skolstva po maturitu mu lezala na srdci
najviac (dosvedCuju to jeho kontakty s ucitelmi, pisanie ucebnic a mnoho prac o tematike
vzdelavania, i prezentacie na rozmanitych forach). Casto som sa ho pytavala ,,mds uz nieco
pre mna napisané? Na to si spomina najcastejSie, dufam, ze som ho prili§ neznervoziovala.
Na nerusené pisanie sa teSieval vzdy, ked’ odchadzal na lieCenie... Moje kazdoro¢né vianocné
zelanie pre autora byvalo, okrem obvyklych Zelani dobrého zdravia ,,a hlavne vela potesenia
Z pisania krasneho diela”. Uz od samého zaciatku pisania som citila z riadkov zdvan
vynimoc¢nosti. A mojim neskromnym Zelanim bolo, aby som sa dozila chvile, ked’ budem
mat’ knizku v rukdch a nerusene si z nej budem moct’ citat. To sa mi splnilo, az prebohato. Aj
teraz ju Citam, i ked’ nemam tol'ko casu, kolko by si ststredené Citanie spojené s pdzitkom
vyzadovalo... Hlavu mam uz plnt Euklida! Ale to je uz d’alsia kapitola spoluprace, ktorej sa
sCasti obavam, no stcasne sa na niu vel'mi teSim. Zaverom by som rada vyjadrila v mene celej
matematickej obce Zzelanie dobrého zdravia a mnohych tvorivych sil profesorovi Janovi
Cizmarovi pri realizacii jeho d’al§ieho velkého sna — prelozenie nesmrtelnych Zakladov
Euklida a hlavne vypracovanie komentarov k tomuto dielu.

Ak sa to podari, bude inauguracia novej knizky pre nés vSetkych vel'kym sviatkom!

RNDr. Zita Sklenarikova, PhD.

BakosSova 22
841 03 Bratislava, SR
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Abstracts

I. Abrhan, D. Velichova: On maximal and minimal ideals of semigroups with
respect to their subsets, I

In the first part of this paper we relate a left ideal #7 of semigroup S to any independent
system of left principle ideals H(#7 ) of semigroup S with respect to subset B of semigroup S.
We define maximal (minimal) left ideal in H(&#1 ) with respect to B < H(#7 ) and prove basic
proposition about structure of these ideals in H(#7 ) with respect to B  H(&#4 ), see Theorem
1.3.

In the second part of this paper we define maximal left ideal L* in H(&#{ ) with respect to
B < H(#7 ). Next, we describe structure of left ideal H(Z#4 ) of semigroup S, if H(&#7) contains
maximal left ideal L* in H(#7 ) with respect to B < H(#7 ), see Theorem 2.1.

In case that e.g. H(&#4 ) contains maximal left ideal L* with respect to B < H(&#4 ), we study

for instance structure of set L *= H(Z#4)\L*, see Theorem 2.5 or Theorem 2.6.

M. Kocandrlova, J. Radova: Horopter - from physiology of human vision to
computer vision

Properties of space quartic horopter are derived in the paper. Horopter is described in
physiology of human vision as a curve that is mapped to identical points on both retinas. In
geometry it is determined as intersection curve of cylindrical surface of revolution and
hyperbolic paraboloid. Views of horopter in parallel projections to plane parallel to axis of
cylindrical surface are cubics. Horopter views in central projections from its points to plane
perpendicular to axis of cylindrical surface are circles. Definition and properties of horopter
can be applied in the computer vision.

A. Kralova: Cabinet axonometry — derivation of ellipse parameters in projection
of circles inscribed into the cube facets

The subject of this article is calculation of proportions of an ellipse inscribed in parallelogram
which is projected horizontal face of a cube in cabinet projection. Two independent methods
of calculation are introduced based on two different geometric constructions. Thus exact
results are obtained which are more accurate than approximate figures stated in technical
standard ISO 5456-3.

Z. Sklenarikova: Writing of book , The history of mathematics from antient times
to present" by professor RNDr. Jan Cizmar, PhD.

Outstanding book publication appearing at the book market at the end of 2017, ,The History
of Mathematics from Ancient Times to Present”, was formed as a result of several years of
challenging creative work of its author, prof. RNDr. Jan Cizmar, PhD. Transcription of the
manuscript into electronic version was possible with relentless help of his colleague
RNDr. Zita Sklenarikova, PhD. The uniqueness of this special volume, published in an edition
by printing house Perfekt, among Slovak book publications was also documented in the
response not only of the whole community of mathematicians in Slovakia, but also in the
neighbouring countries. This paper brings interesting comments on the origin of the book. In
addition to the remarkable remarks and notes about the authorship period, one can also find
a personal confession of the book's first reader, who articulates her admiration and deep
respect for the author. The journal G editorial board shares the same sentiments, and
considers it necessary to articulate these strongly.
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