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Vizualizacia a korekcia mentalneho obrazu

Maria Kmet'ova, Renata Vagova

Abstrakt

Vtomto ¢lanku poskytneme  struc¢ny
prehl'ad zmeny obsahu pojmu vizualizacia
adalSich pojmov snim suvisiacich.
Vizualizécia je neodmyslitelnou sucast'ou
abstraktného myslenia aj Vv matematike
atakisto  nevyhnutnym  predpokladom
tvorby mentalnych predstdv. Proces tvorby
mentalneho obrazu ajeho korekciu sme
sledovali  uziacky  druhého  roénika
gymnazia po  preberani uliva  zo
stereometrie vo forme pripadovej Stadie.
Snazili sme sa Co najpresnejSie zachytit
podrobnosti v jej uvazovani pri rieSeni
stereometrického problému najprv  bez
pomdcok apotom pomocou GeoGebra
appletu atakzvaného navigacného listu,
ktory sluzil na preklenutie tazkosti
V pochopeni  priestorovej reprezentacie
problému v dynamickom prostredi.
KPacové slova: vizualizacia, mentalny
obraz, stereometria, dynamicky
geometricky softvér, GeoGebra

1 Uvod

Abstract

In this article, we provide a brief overview
of changing the content of the term
visualisation and other related terms.
Visualisation is an integral part of abstract
thinking also in mathematics and a
necessary prerequisite for the creation of
mental ideas. We observed the process of
mental image creation and its correction on
one second-year high school student after
taking the subject matter from solid
geometry in the form of a case study. We
tried to capture the details in her thinking as
accurately as possible when solving a solid
geometry problem, first without tools and
then using the GeoGebra applet and the so-
called navigation guide, which served to
overcome difficulties in understanding the
spatial representation of the problem in the
dynamic environment.

Key words: visualisation, mental image,
solid geometry, dynamic geometry
software, GeoGebra

Hoci vseobecne mozno povedat, ze vizualizacia je neodmyslitelnou stcastou l'udského
poznania, mnohotvarny obsah tohto pojmu (ako vonkaj$ia a vnatorna reprezentacia, mentalny
obraz a pod.) dlhodobo nebol presne vymedzeny ani v pedagogickom, ani v psychologickom
vyskume. Skimanie mentalnych obrazov vo vSetkych zmyslovych modalitich (zrak, sluch,
¢uch, chut’, hmat) a ich vzajomné prepojenie prevladali v psychologii uz pocas 19. storocia,
avsak v prvej polovici 20. storoCia, po¢as zosiliovania myslienky behaviorizmu, sa ich
vyskum do velkej miery prerusil. Z matematického hladiska sa skumanim vizualizacie
a priestorovych schopnosti zaoberal najskoér Bishop [1]. Okrem jeho vyskumu sa az v roku
1982 objavilo v tejto oblasti zopar studii, ktoré sa Specializovali na matematické vzdelavanie
(Presmegova v [2] uvadza autorov, ako napr. Clements, Krutetskij, Moses, Suwarsono).
V tomto rannom obdobi vyskumu sa stretivame s réznymi definiciami toho istého pojmu
alebo s takmer totoznymi definiciami réznych pojmov. Su to pojmy ako napr. vizualizacia,
priestorova vizualizacia, mentalna predstavivost,, zrakova predstavivost’, vizualne uvazovanie
a pod. Na stranach 36 az 39 v [3] je uvedena prehl'adna zbierka explicitnych definicii pojmu
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vizualizacia roznymi autormi V chronologickom poradi od sedemdesiatych rokov minulého
storocia.

Osemdesiate roky minulého storocia tvorili rozhodujuci priedel vtomto vyskume.
Konstruktivizmus bol na vzostupe auspesne celil vplyvu behaviorizmu. Metoda
kvalitativneho vyskumu sa zacala akceptovat’ pre rieSenie komplexnych otdzok vo vyucbe
matematiky. Obdobie bolo zrelé na obnoveny zaujem o postavenie vizualneho myslenia vo
vyucbe a Studiu matematiky, pricom kvalitativny vyskum bol vhodnym prostriedkom na
skiimanie inak nepristupnych myslienkovych procesov spojenych s mentalnymi obrazmi.
Coraz viac sa uznavala dolezitost vizudlneho spracovania a vonkajich prejavov tohto
poznania v matematike. Matematika je koniec koncov predmet, ktory ma ako zékladné
komponenty diagramy, tabul’ky, priestorové usporiadanie vyznamov, ako si symboly a d’alSie
napisy. Tento obnoveny zdujem o vyskum vizualizacného procesu vo vyucbe matematiky sa
zacal prejavovat’ od roku 1988 [2].

2 Vizualizacia a mentalne predstavy

Ako teda vizualizujeme? Ako si vytvarame vnutorné mentdlne vizudlne predstavy, konkrétne
alebo abstraktné interné reprezentacie informéacii? Jednou odpoved’ou na tito otdzku je, ze
ukladanie a manipuldcia s informéaciami sa spolicha na miliardy alebo biliony
elektrochemickych reakcii v mozgu. Takéto odpoved’ je, samozrejme, spravna, ale chyba jej
zmysel v danom kontexte. Samotné poznanie jednotlivych zloziek nam nehovori vela o celku.
Samotné poznanie komponentov nam neumozni vidiet fungovanie mentalnych predstav
globalne. Funkciu mozgu ale moéZeme analyzovat’ nielen na urovni jednotlivych nervovych
udalosti, ale aj na urovni velkych nervovych suborov, ktoré slizia na ukladanie a spracovanie
informécii Specifickym sposobom. Podla konvencii kognitivnej psychologie povazujeme
,mysel* za funkéni uroven popisu mozgovej aktivity, ktora Specifikuje spracovanie
informacii [4].

Uz pred niekol’kymi desatroCiami sa rozprudila debata o povahe mentdlnej reprezentacie,
ktora zasahovala do mnohych oblasti, najmd do s$tadii umelej inteligencie, filozofie
a neurovedy. Vyskum umelej inteligencie v 70-tych rokoch minulého storo¢ia vychadzal
z otazky: Ako by bolo moZzné naprogramovat’ pocitace na napodobniovanie duSevnych
udalosti? To znamena, keby sme chceli vybudovat’” mysliaci mozog, ako by sme v nom
reprezentovali informacie? Pritom tieto informacie mézu byt velmi rbéznorodé, od
jednoduchého ciselného radu po zlozity vizudlny zazitok. Pociato¢nd rozprava sa zamerala na
dve formy uloZenia: vyrokové a obrazové. PresnejSie povedané, diskutovalo sa o tom, ¢i sa
okrem opisnej formy (pouzivanie jazyka), mo6zu informacie uchovavat’ aj v obrazovej forme.
Parson a Kosslyn v [4] uvadzaja, ze nedavne empirické zistenia vyriesili tito dilemu a teraz
silne podporuju tvrdenie, ze my l'udia moZeme reprezentovat’ informacie niekolkymi
sposobmi, a Ze takéto reprezentacie sa mozu flexibilne pouzivat v pracovnej pamaéti alebo
pocas mentalnych predstdv. Tento zaver otvara d’alSiu kapitolu pre empiricky vyskum, a to
otazku charakterizovania vsetkych moznych rdéznych foriem mentalnej reprezentacie, ako aj
zistovanie, kedy a ako sa pouzivaju pri poznavani.

Na hodinach matematiky si tiez vytvarame rozne druhy mentalnych predstav (pozri obr. 1),
ktoré moézu mat’ aj iny ako obrazovy charakter. Podstata niektorych spociva v réznych
schémach alebo aj v textovych informaciach. Ucitelia matematiky zastdvaji nazor, zZe
mentéalne predstavy a ich vonkajSie reprezentacie (nie mentalne) musia byt v interakcii na
dosiahnutie lepSieho pochopenia a rieSenia problémov, kde vizualizacia predstavuje kontext,
kde sa tato interakcia uskutociiuje. Toto je jeden z hlavnych dévodov vzniku protichodnych
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nazorov medzi psycholéogmi a ucitelmi matematiky [5]. Potom, ako sa koncom 80. rokov
minulého storoCia vizualizacia stala dolezitym predmetom vyskumu, Dreyfus [6] poskytol
mnozstvo prikladov, ktoré poukazuju na silu vizualizacie v matematickom mysleni Ziakov,
a zaroven poukazal na prekazky spojené prave s ich vizudlnym myslenim. Dreyfus tvrdi, Ze
hoci si ziaci vytvaraju vizualne predstavy, nie je isté, ze ich nasledne pouzivaji pri
analytickom uvazovani. Zastava ndzor, ze holisticky sposob rieSenia uloh si vyzaduje viac
poznavacieho zataZzenia ako sekventné spdsoby uvazovania. AvSak Presmegovej vyskum
zroku 1985 [7] toto tvrdenie nepotvrdil. Svoje zavery opiera o empirické dokazy, ktoré
naznacuju, ze zmenou niektorych aspektov vyucby by bolo mozné ziakov povzbudit' k
vyuzivaniu vizualizacii, ¢im by sa dosiahlo optimalne vyuzitie vizualnych postupov. Podla
Yerushalmyho, Shternberga a Gileada [8] vizualizacia je silnym nastrojom nielen pre tak
jasne vizudlny matematicky odbor, akym je geometria, ale je rovnako ddlezitym ndstrojom,
napr. aj pre algebru.

... obraz vytvoreny v mysli bez pritomnosti
fyzického objektu.

... dosledok mentalnej 1
¢innosti.
matematického pojmu.

... mentilna reprezentacia ‘

[

Mentilna predstava je

... informacia zalozena na obrazovych, grafickych
a tematickych prvkoch.

... isty druh kognitivnej reprezentacie tematického
pojmu alebo vlastnosti.

Obr. 1. Rozne druhy mentalnych predstav

Presmegova opisuje rézne typy mentalnych predstav, ktoré v ramci svojho vyskumu
spozorovala u svojich ziakov [9]:

a) Konkrétne obrazové predstavy (,concrete images”, ,pictures in the mind“) —
konkrétne predstavy fyzického objektu. Chapeme ich ako vykreslené obrazky v naSej
mysli, ¢im sa stavaju detailnymi a vernymi, avSak nehybnymi, képiami. Ini autori
pouzivaju pre tento typ predstavy pojem statické predstavy.

b) Pamitové predstavy vzorcov ("memory images of formulae") — ide o mentalnu
vizualizéciu vzorcov alebo schematickych vztahov tak, ako sme ich videli na tabuli,
V ucebnici, zosite a pod.

¢) Kinetické predstavy (“"kinaesthetic images") - predstavy, ktoré si vyzaduju svalova
aktivitu akéhokol'vek druhu. Scasti sa vzt'ahuji na fyzické a sCasti na mentalne obrazy,
ked'Zze pohyby rik, noh, hlavy a pod. plnia vel'mi dolezitt tlohu pri tvorbe tychto
predstav. Mame na mysli predstavy, ktoré su vytvorené, transformované alebo
komunikované pomocou fyzického pohybu.

d) Dynamické predstavy ("dynamic images"™) — predstavy, v ktorych sa pohybuju celé
objekty alebo niektoré ich Casti, t. j. pohybujice sa predstavy v nasej mysli. Zahtiiaju
schopnost transformovat’ alebo premiestiiovat’ konkrétnu zrakovu predstavu.

e) Predstavy vzorov (“pattern images") — predstavy vizualnych schém, ktoré zodpovedaju
abstraktnym vzt'ahom. Rozdiel medzi uvadzanymi a pamitovymi predstavami spociva
Vtom, Ze sa nevizualizuje samotny vztah, ale nejakéd grafickd reprezentacia jeho
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vyznamu. Ide o najabstraktnej$i typ predstav a Presmegova ho povazuje za
najdolezitejsi pre pochopenie matematickych vztahov.

Jedna predstava moze sucasne patrit’ do dvoch vyssie uvedenych skupin: predstavu mézeme
oznacit' za kineticku alebo dynamicku bez ohl'adu na to, ¢i ide o konkrétnu obrazovu,
pamétovu predstavu alebo predstavu vzorov.

2.1 Priestorova predstavivost’

V oblasti priestorovej geometrie preferujeme pouzivanie pojmu priestorova predstava. Tento
a jemu pribuzné pojmy su dokladne analyzované Gutiérrezom v [10]. Priestorova predstava je
tvorend zo zmyslového poznania priestorovych vztahov a daji sa vyjadrit’ v Sirokej Skale
verbalnych alebo grafickych foriem zahriiujucich schémy, obrazy, kresby, nacrty a pod.
Gutiérrez dalej zdoraziiuje vztah medzi priestorovymi predstavami a vonkajSimi
reprezentaciami. Predstavy povazuje za zékladné operativne jednotky priestorového myslenia
a geometrické objekty za zakladny material pre tvorbu a manipuldciu priestorovych predstav.
Priestorové myslenie definuje ako ,,formu mentdlnej aktivity, ktord umoziuje vytvarat
priestorové predstavy a manipulovat’ s nimi pocas rieSenia roznych praktickych a teoretickych
uloh,” vratane verbalnych apojmovych operacii a niektorych percepénych udalosti
potrebnych na vytvorenie mentalnych predstav. Guttiérrez v [10] zavadza tzv. vizualizaény
model, v ktorom je vizualizacia tvorena Styrmi hlavnymi prvkami:

1) Mentalna predstava — typ kognitivnej reprezentacie matematického pojmu alebo
vlastnosti pomocou vizualnych alebo priestorovych prvkov.

2) VonkajSia reprezentacia — akykol'vek typ grafickej alebo verbalnej reprezentacie
pojmov alebo vlastnosti, ktory zahfiia kresby, nacrty, schémy a pod., ktoré pomahaju
vytvarat’ alebo menit’ mentalne predstavy a vizualne Gvahy.

3) Vizualiza¢né procesy — mentalne alebo fyzické aktivity, ktoré sa tykaji mentalnych
predstav.

4) Vizualne schopnosti, ktoré st potrebné na vyrieSenie matematického problému.

Priestorova predstavivost’ je schopnost, ktora sa podla [11] sklada zdvoch typov
schopnosti: priestorova vizualizacia a priestorova orientacia, ktoré su v [11] definované
nasledovne:
1) Schopnost’ priestorovej vizualizacie ,je schopnost mentalnej manipuldcie, rotacie,
otocenia alebo preklopenia obrazovej predstavy vnimaného objektu.*
2) Schopnost’ priestorovej orientacie ,je schopnost’ pochopit’ usporiadanie prvkov
V ramci prezentovaného vizudlneho prototypu a schopnost’ nezostat’ zmiteny zmenou
orientacie, v ktorej moéze byt’ prezentovana priestorova konfiguracia.*

Stihrn uvedenych schopnosti sa tiez ¢asto oznacuje ako priestorové schopnosti.

3 Vplyv pocitacovej technologie na rozvoj priestorovych schopnosti

V stcasnosti sa stale CastejSie analyzuje vplyv pouzivania realnych alebo virtudlnych modelov
na rozvoj priestorovych schopnosti ziakov [12]. Vysledky studii ukazuja, ze vhodné pouzitie
dynamickych geometrickych softvérov méze mat’ vyrazne pozitivny dopad na spravny rozvoj
ziackych priestorovych schopnosti. Da sa predpokladat, ze vd’aka moznosti manipulovat’
s virtualnymi 3D objektmi by Ziaci mohli uspesne riesit’ aj neStandardné stereometrické ulohy.
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3.1 Vyucovanie priestorovej geometrie vdynamickom prostredi

Podstatou akéhokol'vek ucenia je pozorovanie. V pripade trojrozmerného priestoru su
zakladom vizuadlne nadobudnuté sktsenosti, z ktorych vychadzaju vSetky Cinnosti a z nich
nasledné abstrakcie. Pozorovat neznamend iba uprene hladiet alebo pozerat sa na dany
objekt. Pozorovat’ znamena porozumiet beznym veciam okolo nds, pochopit’ spolocné
vlastnosti roznych objektov a postrehnat rézne vlastnosti v ramci jedného objektu.

Ako uvidza Sinchez Avila (citované v [5]), vo vztahu Ziak —pozorovanie je potrebné
dodrziavat’ nasledovné poziadavky:

e V prvom rade ziak moze pozorovat’ také objekty, ktoré sa vztahuju na bezne viditeI'né
geometrické telesa v prirodnom, socialnom, technickom a umeleckom prostredi.

¢ Na druhom mieste je potrebné, aby sledoval grafické reprezentéacie a ich spojitost’ alebo
vzt'ah s realitou, ktoru tieto reprezentdcie odrazaju.

e Po tretie, Ziacke pozorovanie mdze byt zamerané na akykol'vek didakticky material
nachddzajuci sa v ucebni, ako napr. dvoj alebo trojrozmerny priestor.

V sucasnosti je vel'mi dolezité poznamenat, ze informaéné a komunikaéné technolédgie (IKT)
pozitivne narusili oblast’ klasickych spdsobov reprezentéacii. IKT ndm pomahajii zndzornovat
a stvariiovat’ naSe predstavy, vnutorné¢ chdpanie a rovnako aj motivuji kognitivne procesy.
Sanchez Avila (citované v [5]) zavadza didaktickl schému vyucovania priestorovej geometrie
s vyuzitim IKT, ktord pozostava z 5 etap:

1. Pozorovanie
. Osobné posobenie/konanie

w N

Premyslanie/uvazovanie

e

Interiorizacia
Abstrakcia

o

Vol'né pozorovanie musi byt sprevadzané tzv. podnetnym pozorovanim. Ziak sa pokiisa néjst’
odpovede na svoje pochybnosti, na to, o ho zaujima a tiez na otazky svojich spoluziakov.
Prostrednictvom otdzok (v Ustnej alebo pisomnej forme) ucitel usmeriiuje pozorovanie na
aspekty, ktoré¢ sa nam mozu zdat’ zreyjmé, ale pre ziaka predstavuju nieCo nové, doposial
neobjavené. Zamerom ucitela je, aby mu poloZené otazky pomohli objavit’ zaujimavé prvky
alebo vztahy medzi prvkami. Ide o pozorovanie, ktoré ziaka motivuje alebo unho vzbudi
stvislosti a si¢asne ho dovedie k abstrahovaniu pojmov, analyze vlastnosti. Ziakova
manipulécia s virtudlnymi objektmi sprevadzana siborom otazok, na ktoré¢ je potrebné najst’
odpovede, su vyznamnou pomdckou, ako si osvojit’ odborn slovni zdsobu a napredovat’
V reprezentacii trojrozmernych objektov [5].

Ak chceme, aby sa ziak aktivne zapajal, musi do procesu pozorovania zapojit’ aj iné procesy,
tj. manipulaciu, porovnivanie a overovanie. Aktivna participacia mu pomoze
interiorizovat’ problémy a mozné sposoby, ktorymi najde jedno alebo viac rieSeni. Toto
vSetko mu umozni pokrocit, napredovat’ v procese ucenia. Akondhle Ziak dosiahne etapu
pozorovania, osobného pdsobenia, premyslania a interiorizacie, prechadza do d’alSej fazy -
abstrakcie. Castokrat sa stiva, Ze proces abstrakcie vedie knovym otizkam, ktorych
odpovede nie st ihned’ zrejmé alebo zname. Vynarajuce sa otazky v etape abstrahovania
pozitivne prispievaju k intelektualnemu rozvoju ziaka.

G - slovensky Casopis pre geometriu a grafiku, rocnik 16 (2019), Cislo 32, s. 5 — 18 9



Maria Kmet'ova, Renata Vagova

Vdaka dynamickym geometrickym softvérom ziak vstupuje do virtualneho priestoru, kde sa
stretava s mnozstvom obrazkov roznych Gtvarov (reprezentdciami realnych objektov). Ziak
ma moznost’ manipulovat’ s virtudlnymi objektmi, priCom tato manipulécia je vel'mi podobna
tej fyzickej s realnymi objektmi. Pocitatové simulacie pomahaja ziakovi prekonavat’ vsetky
tazkosti, ktorym celi v prvej faze priestorového vnimania. Zaroven ponukaju urcity stupen
interaktivity, t. j. m6Zu pohybovat’, otacat’, premiestiiovat’ jednotlivé objekty. Manipulacia im
dodava volnost, nie si fixovani na konkrétny pohlad, vdaka comu mézu ,,absorbovat™
situaciu z roznych uhlov pohladu. Ziakom je tak poskytnuty nastroj, ktory ich zavedie do

abstrakénej fazy myslenia.

4 Predbezny vyskum K tvorbe mentalnej predstavy

V naSom vyskume sme sa zamerali na mySlienkové procesy u ziaka pri rieSeni
nestandardného problému. Inak povedané, tvorbu mentalnej predstavy (obrazu v mysli) bez
pritomnosti fyzického objektu (pozri obr. 1) a jej spracovanie pri rieSeni nestandardného
priestorovo-vizualizaéného problému. Pre tento ucfel sme vytvorili problém nazvany
,, Vrstvenie kociek®, kde treba uvazovat’ o skrytych objektoch. Znenie problému sa nachadza
v d’alSej kapitole.

V ramci predbezného vyskumu sme testovali 87 ziakov ztroch strednych skol dvoma
roznymi Standardizovanymi testami. V prvej casti ziaci rieSili tri skupiny tloh testu
priestorovych schopnosti, ktorého reliabilita a validita je garantovana Narodnym tstavom
certifikovanych merani vzdelavania (NUCEM V druhej &asti riesili rozne typy uloh
z ,Nastroja matematického spracovania tloh“ (The Mathematical Processing Instrument)
merajuci preferenciu vizualizacie Zziakov pri rieSeni réznych matematickych tloh, tzv.
matematicku vizualitu. Ide o rozsah, v akom ziak uprednostiiuje pouzivanie vizualnych metod
v snahe vyrieSit matematické problémy, ktoré mozno vyriesit bud’ vizudlnymi alebo
nevizudlnymi metddami (vid niz8ie). Nastroj (test) vytvorila psychologicka Norma
Presmegova [2, 7] a pozostava z troch dokumentov, ktorych plna verzia sa nachadza v prilohe
prace [13]:

1. Vizualiza¢ny test (sekcia A, sekcia B, sekcia C) — obsahuje ulohy, ktoré maju ziaci
vyriesit. V pripade, ze ziak nevie ulohu doriesit’ uplne, je potrebné, aby naznacil postup,
ktorym by sa snazil tlohu vyriesit.

2. Dotaznik matematického spracovania uloh (kazdd sekcia mé jej prislichajici
dotaznik) — obsahuje zoznam rieSeni, ktorymi je mozné kazda tlohu vyriesit. Jednu
ulohu je mozné riesit’ 3-6 sposobmi.

3. Odpoved’ovy harok (kazda sekcia ma jej prislichajuci odpoved’ovy héarok) — tabulka,
do ktorej Ziaci zaznacia nimi zvoleny postup pri konkrétnej ulohe.

Test pozostava z aritmeticko-algebrickych tloh, ktorych narocnost’ sa postupne zvysuje.
AvSak nie vramci jednej sekcie, ale vztah ndrocnosti je vzostupny medzi jednotlivymi
sekciami. Prva a posledné sekcia pozostava zo 6 tiloh a sekcia B z 12 tiloh. Ziak méze za
riesenie kazdej ulohy dostat’ 0, 1 alebo 2 body. Nie je dolezité, ¢i sa ziakovi podari spravne
vyriesit pozadované ulohy. Pocet bodov zavisi iba od typu zvolenej metddy, ktorou sa snazil
ulohu vyriesit’.

Pre lepsiu predstavu testu uvedieme priklad zo sekcie A:
Uloha A-2. V dome je osem stolov, ktoré maju Styri alebo tri nohy. Spolu tak maji 27 noh.
Kolko stolov ma 4 nohy?
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Zoznam rieSeni A-2. (uvadzame len Cast))

Riesenie 2: Ulohu som riesil rovnicou, napr.

Nech pocet stolov so $tyrmi nohami je X.

Potom pocet stolov s tromi nohami je 8 — X.

Celkovy pocet noh je 4x + 3(8 — x).

Teda 4x + 3(8 —x) = 27.

RieSenie pre X: x = 3.

Teda pocet stolov so Styrmi nohami je 3 (a 5 stolov m4 tri nohy).

RieSenie 3: Nacrtol som si schému, ktord znazoriiuje nohy stolov, a potom som vytvoril
skupiny po Styroch a po troch.

Frre/eeee/eeee/ e/ e/ eee/rne/

Zo schémy mozno vidiet’ tri skupiny so §tyrmi nohami a pét’ skupin s tromi nohami.
Teda su tam tri stoly so Styrmi nohami (a pat’ stolov s tromi nohami).

Ziak porovna svoje rieSenie s poniiknutymi a zapiSe &islo riesenia do odpoved’ového hérka.
Pocet bodov zavisi iba od typu zvolenej metddy, ktorou sa ziak snazil Glohu vyriesit.
Rozlisujeme dva typy metod:

e Vizuilna metdda — metodda, ktora zahfiia zrakovl predstavivost' s alebo bez grafického
nacrtu, ktord je nevyhnutnou c¢ast'ou rieSenia, hoci pri rieSeni vyuziva i rézne iné tvahy
alebo algebrické metddy. Vyuzitie tejto metddy je v teste ohodnotené 2 bodmi.

e Nevizudlna metdda — metodda, ktord nezahfiia zrakova predstavivost’ ako nevyhnutnu Cast’
rieSenia. Pri uplatneni tejto metody ziak ziska 0 bodov.

V pripade, Ze nie je jasné, o aky typ metody ide, resp., ak sa ziak snazil uplatnit’ vizualnu

metodu, tloha je ohodnotend 1 bodom.

Podl’a preferencie pouzitia vizualnych prvkov (podl'a celkového poctu ziskanych bodov

z odpoved’ového harku) st Ziaci rozdeleni do troch skupin.

1. Vizualna skupina — ziaci, ktori uprednostiiujii pouzitie vizualnych metdd pri rieSeni
uloh, ktoré mozno vyriesit bud’ vizualnymi alebo nevizudlnymi metdédami.

2. Harmonicka skupina — Zziaci, ktori neuprednostiiuji ani vizudlne a ani nevizualne
metddy pri rieSeni roznych matematickych uloh. RieSenie zavisi od danej tlohy.

3. Nevizuidlna skupina — ziaci, ktori neuprednostiiuju pouzitie vizudlnych metdd pri
rieSeni Uloh, ktoré mozno vyriesit’ bud’ vizualnymi alebo nevizualnymi metédami.

Relation between Mathematical Visuality Score and Spatial
Ability Level of Studets

B Non-visual Group ~BHarmonic Group @ Visual Group
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(=)
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o o o
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Mathematical Visuality Score
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Obr. 2. Vztah medzi vysledkami z dvoch testov
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Na zaklade vysledkov z oboch testov sme zistili, ze prevazna vicsina ziakov S priemernou
uroviiou priestorovych schopnosti z prvého testu patri do harmonickej skupiny ziakov
z druhého testu (pozri obr. 2, prevzaty z [16]). Na uskuto¢nenie podrobnej analyzy tvorby
mentalnej predstavy (a hodnotenie uzito¢nosti navrhnutej pomocky, ktora spaja papierové
a digitalne prostredie) u konkrétneho ziaka sme si vybrali ziacku z vizualnej skupiny
a s nizkou uroviiou priestorovych schopnosti (pozri ¢ervenu Sipku na obr. 2). Zaujimavost'ou
tejto skupiny je prave preferencia pouzivania vizualnych metod pririeSeni roznych typov
matematickych uloh napriek podpriemernej urovni priestorovych schopnosti.

5 Pripadova Studia

Metodologické vychodisko naSej pripadovej Stadie sa zaklada na literature [14] a [15].
Vybrana Ziacka rieSila nasledovny problém, ktory je obmenou série tloh s nazvom ,,Vrstvenie
kociek® skamanej v [13].

Predstavte si, Ze mdte k dispozicii neobmedzené mnozZstvo jednotkovych kociek v roznych
farbach. Dalej si predstavte, Ze pomocou tychto jednotkovych kociek budete tvorit' vicsie
kocky postupnym pridavanim vrstiev (ako na cibuli alebo na matrioske), pricom kazda vrstva
bude inej farby. Nasledne si predstavte roznofarebné vrstvy zloZené z jednotkovych kociek
a odpovedzte na nasledovné otazky:

Predstavte si kocku K poskladanii z 5x5%5 jednotkovych kociek.

(@) Kolko vrstiev mame odstranit, aby sme sa dostali k prostrednej jednotkovej kocke?

(b) Kolko jednotkovych kociek sa nachdadza v jednotlivych vrstvach?

(c) Kolko jednotkovych kociek je skrytych vo vautri kocky K?

(d) Predstavte si jednotkové kocky vonkajsej vrstvy, ktoré sa dotykaju celymi stenami
Jjednotkovych kociek prechadzajucej vnutornej vrstvy. Kolko je takych jednotkovych
kociek vo vonkajsej vrstve?

(e) Odoberte tie jednotkové kocky z K, ktoré sa dotykajii ostatnych jednotkovych kociek
prave tromi stenami. Kol'ko jednotkovych kociek ostane vo viditelnej vrstve?

Riesenie problému sa znacne zjednodusuje vizualizaciou ,,neviditelnych® (skrytych) vrstiev
kocky K v dynamickom geometrickom softvéri GeoGebra (obr. 2). Na jednotlivé otazky
dostavame nasledujuce odpovede: (a): 2 vrstvy, (b): 1, 26 a98 (98=53-3%) jednotkovych
kociek, (c): 27 jednotkovych kociek, (d): 6:9 = 54 jednotkovych kociek, (e): 54 + 12-3 = 90
jednotkovych kociek.

Tretia vrstva V3

Druhd vrstva V3

Prva vrstva Vi

Obr. 3. Ukazka principu vrstvenia kociek
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Nasim cielom bolo podrobne skimat’ jednotlivé kroky rieSenia problému vybranou ziackou,
ktora dosiahla nizku uroven priestorovych schopnosti a uprednostituje vizualne metddy pri
rieSeni roznych matematickych tloh. Kroky rieSenia problému boli postupne skiimané
v dvoch roznych prostrediach, t.j. v prostredi papiera aceruzky aV prostredi papiera
a ceruzky v kombinacii s dynamickych prostredim. Rovnako sme sa zamerali na to, ¢i
kombinované pouzitie tradiéného papierového a dynamického prostredia pomoéze ziacke
potvrdit’ alebo vyvratit' a opravit’ vysledky z prvého rieSenia v prostredi papiera a ceruzky.
O dosiahnutych vysledkoch z oboch S$tandardizovanych testov nebola Zziacka vopred
informovana ato z dévodu mozného ovplyvnenia jej myslienkovych krokov pri rieSeni
problému.

Vybrana ziacka pripadovej $tadie rieSila dany problém dvakrat za sebou. Najprv bez
akejkol'vek pomoci ¢i pomdcky (digitalneho obrazu kocky K ¢i nacrtu na papieri). Nasim
cielom bolo, aby sa ziacka spolichala ,,iba“ na vlastni tvorbu mentalnej predstavy a jej
grafickil reprezentaciu na papieri. V priebehu druhého rieSenia mala Ziacka K dispozicii
digitalnu 3D kocku K vytvorenu v programe GeoGebra (moznost’ rotacie telesa, moznost
(ne)viditelnosti telesa alebo jeho casti). NavySe, pre lepSiu orientdciu vo virtudlnom 3D
priestore ahlavne pre konfrontaciu papierového 2D papierového nacrtu s 3D digitalnym
obrazom, sme ziacke poskytli tzv. navigaény list. Navigaény list predstavuje prepojenie 2D
a 3D priestoru obsahujtci narys — alebo ¢elny pohl'ad — kazdej vertikalnej vrstvy kocky K,
ktord je postavend z malych jednotkovych kociek. VSetky jednotkové kocky su jednoznacne
identifikovateI'né podl'a oznacenia pismenom a ¢islom (pozri obr. 4).

RI | R2 | R3 | R4 | RS FRONT FACE
5" PRISM

FRONT FACE

M M2 | M3 | M4 | M5 p
| 4" PRISM

L (2| 3| La|es
Kl | K2 | K3 | K4 | K5
FRONT FACE
3 PRISM

DI (D2 |D3|D4|D5| k1| k2| /3| Faleps

Cl|[Cc2|c3|cs|cCs FRONT FACE
- 2" PRISM

FRONT FACE
1"PRISM

Obr. 4. Navigacny list

Ocakéavali sme, ze ziacka bude hlavne pracovat s dynamickym modelom kocky
K a navigacny list jej pomdze pri manipulécii s jednotkovymi kockami na obrazovke pocitaca.
Zamerali sme sa najmid na to, ako dany problém vyriesi v dvoch réznych prostrediach
(v papierovom a dynamickom) a na spdsob, akym bude opravovat’ svoje povodné rieSenie na
zaklade upravenych mentélnych obrazov z druhého riesenia.
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5.1 Prvé rieSenie

V ramci prvého rieSenia (rieSenie v prostredi papiera a ceruzky) si ziacka na tvod takmer
kazdej Ciastkovej Glohy nacrtla kocku K. Jedinou vynimkou bola otazka a), kde pocet vrstiev
kocky K ur¢ila ,,iba“ na zaklade svojho mentalneho obrazu. Kocku K (obr. 5) si naértla az po
zodpovedani otazky a), avSak iba na potvrdenie si svojho rieSenia. Hned’ ako si precitala
otazku (a), povedala: ,Hmm ... pockajte chvilu, prosim .. [Zavrela o¢i a pohla rukami
v priestore pred sebou.] ,,Ano! ... Hmm.... Ano!* [Otvorila o¢i.] ,,Viem presne, ako s tieto
kocky poukladané. Ale aj tak som si bola ista.“ [Nakreslila kocku s vyznacenymi
jednotkovymi kockami ako je na obr. 5.] ,,Ano, 4no. Existuju - jedna, dve, tri a Styri vrstvy.“
Nakoniec dodala: ,,Mimochodom, musim povedat, Ze takmer kazdi tlohu za¢nem rieSit
kreslenim. Je to moje vychodisko pri rieSeni matematickych uloh.*

[ ]& | "H’l, b vestir /
e 1
1] \l‘ 1\ o
Y i,g\/
Obr. 5. Nacrt kocky K (a) Obr. 6. Naért kocky K (b) a (c)

Ziatka naértla kocku K v obvyklom pohlade, t. j. v nahlade sprava. Pri uréovani poétu
jednotlivych vrstiev kocky K Ziacka vychadzala z nespravneho mentalneho obrazu, ¢oho
dosledkom st aj d’alSie nespravne nacérty kocky K v otazkach b) ac) (obr. 6 (b) a6 (c)).
Chybou bolo, ze nerozbalila (v mysli) kocku K, a tak neobjavila jej skryta vnatorna $trukttru.
Odrazom tohto nespravneho uvazovania je jej nedostatocné vnimanie priestorovych poloh
a priestorovych vztahov (vytvorenie si nespravneho obrazu vnutornej konfiguracie kocky K).

Vsimli sme si, ze ziacka vizualnej skupiny s nizkou uroviiou priestorovych schopnosti sa
prili$ spoliehala na zauzivanu vonkajsiu reprezentaciu kocky (nahl'ad sprava). Zhodnotili sme,
ze v pripade, ak si rieSenie problému vyzadovalo pouzitie iba mentalnej reprezentacie (obrazu
v mysli), problém nedokéazala uspesne vyriesit'.

5.2 Druhé rieSenie

V ramci druhého rieSenia (rieSenie v prostredi papiera a ceruzky v kombinacii s digitalnym
prostredim) mala ziacka K dispozicii GeoGebra applet, v ktorom je mozné otacat’ kocku
K amenit' viditelnost a zafarbenie jej jednotkovych kociek. Okrem toho, pre lepsie
identifikovanie skrytych casti kocky K a ziskanie pohl'adu do jej vnutra, mohla ziacka pouzit’
I navigaény list.
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Na tivod druhého rieSenia sa Ziatka oboznamila s appletom metodou pokus-omyl. Zistila, ako
ako pracovat’ s dynamicky modelom kocky pri rieSeni problému (napr. otacat’, pohybovat’
a zviacsovat’ kocku K, skryvat' alebo prefarbit’ jej Casti) a porozumela principu prace
s jednotlivymi objektmi. Pri postupnom skryvani jednotkovych kociek kocky K vonkajsej
vrstvy, odkryla jej skryté — predtym neviditelné — vrstvy (obr. 7). Ziatka s prekvapenim
zistila, ze jej povodna predstava (obr. 6) nebola spravna: ,,Hmm ... toto je nespravne, nie?
Vo vnutri je malo jednotkovych kociek. Preco su tu [na jednej hrane] len 3 a nie 4 malé
kocky?* Ztejto Casti odpovede na otazku a) vidime, ze si ziacka uvedomila vytvorenie
nespravneho mentalneho obrazu v prvom rieseni problému (po tom nastala zmena mentalneho
obrazu). Dodala: ,,To znamena, Ze mam vsetko zle!* [Zavrela o¢i a rukami gestikulovala.]
,Nie st $tyri, ale iba tri alebo dve vrstvy.“ [Ziatka otvorila o¢i a pohybovala prstom po
obrazovke pocitaca a ukézala na kocku K.] ,,Toto je zaliatok, strednd kocka [ukazala na
stredntl (Cervenu) kocku], ktord bola zabalena do tychto malych kociek [ukdzala na d’alSie
(zIté) jednotkové kocky (obr. 7)], a potom sa tieto kocky zabalili do tychto jednotkovych
kociek [ukazala na zelené kocky na obr. 7]. A to je vSetko, existuju iba dve vrstvy.*
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Obr. 7. Odkryté vnutro kocky K
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Obr. 8. Riesenie (a) a (b) V naviga¢nom liste
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Vidime, ze Si ziatka vytvorila novy mentalny obraz pre dant situaciu. Nasledne jej bol
ponuknuty naviga¢ny list s fixkami na vyznacenie kociek v om. Zafarbila Stvorceky
reprezentujuce jednotkové kocky jednotlivych vrstiev roznymi farbami (pozri obr. 8), a potom
ich tiez farebne odliSila na dynamickom modeli. Tato skuto¢nost’ potvrdzuje, ze Ziacka je
schopna pracovat’ s dvoma réznymi typmi (2D a 3D) reprezentacie kocky.

Hlavnym cielom kombinovaného pouzitia dynamického prostredia s 3D modelom kocky
anavigaéného listu s 2D zobrazovanim jej vrstiev bolo podporit’ rozvoj priestorovych
schopnosti ziacky, u ktorej sa prejavil nedostatok tychto schopnosti (st to schopnosti
mentalna rotacia a vnimanie priestorovych pozicii a vzt'ahov) v klasickom rieseni v prostredi
papiera aceruzky. Vsimli sme si, ze ziacka bola schopna tieto dve prostredia vzajomne
prepojit’ a spravne odpovedat’ na otazky (a) a (b). Pri odpovedi na otazku (b) najprv spocitala
kol’ko je jednotkovych kociek v dynamickom prostredi s naslednym pouzitim naviga¢ného
listu. Po dokladnom zorientovani sa v oboch modeloch nemala problém odpovedat’ na otazku

(©).
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Obr. 9. Tvorba modelu k otazke (d) a (e)
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Obr. 10. Vyuzitie navigaéného listu k otazkam (d) a (e)

V porovnani s predchadzajicimi otazkami pre naSu participantku bola najt'azsia otazka (d).
Hoci pochopila, ktoré jednotkové kocky sa dotykaju celou stenou s jednotkovymi kockami
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predchadzajicej (vnutornej) vrstvy, mala problémy s ich vyznafovanim Vv naviga¢nom liste.
Pri rieSeni tejto tlohy Sa unej najviac prejavila absencia schopnosti mentalnej rotacie
a vnimania vzajomnych poloh v priestore. K prelomu doslo az po prilozeni naviga¢ného listu
k obrazovke pocitaca (obr. 9) a porovnani oboch vonkajSich reprezentacii. Povedala: ,,Na
kazdej stene je rovnaky pocet kociek, ... toto [ukazala na jednotlivé vrstvy na navigacnom
liste] musi dat’ spolu 9 jednotkovych kociek.“ Hlavnym cielom tu bola podpora rozvoja
uvedenych schopnosti, orientovanie sa v 2D priemete a spajanie statického a dynamického
obrazu. Ziatka nakoniec zodpovedala a vyriesila otazky (d) a (e) za su¢asného pouZivania
naviga¢ného listu (obr.10) a GeoGebra appletu.

6 Zaver

V ¢lanku sme priblizili rozne pohlady na pojem vizualizacia v matematike a potom $pecialne
v priestorovej geometrii. V pripadovej §tadii sme pozorovali, ako ziacka druhého ro¢nika
gymnazia S nizkou urovinou priestorovych schopnosti a preferenciou riesit’ ulohy s vizualnymi
metodami riesi neStandardny problém o0 skrytych objektoch. Zamerali sme na jej jednotlivého
kroky rieSenia problému, rovnako v prostredi papiera a ceruzky, ako aj v naslednom prostredi
papiera a ceruzky v kombinacii s digitalnym prostredim. V ramci druhého rieSenia doslo
u ziatky ku korekcii prvotne vytvoreného mentalneho obrazu za pomoci dynamického
modelu a naviga¢ného listu. Navigaény list mal v nasej pripadovej §tadii dvojaku rolu. Na
jednej strane, ziacke pomohol zorientovat’ sa v priestore dynamického modelu Vv ramci
vSetkych uloh a) — e). Na druhej strane, vyskumnikom poskytol zaznam o jej korigovanom
mentalnom obraze. Da sa predpokladat, ze navigaény list spolu s GeoGebra appletom
predstavuju vybornii pomocku pre ziakov, ktori maji problémy s priestorovou orientaciou.
Avsak tato domnienka Si eSte vyZzaduje SirSie overenie v praxi.
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220 let Mongeovy Géomeétrie descriptive

Jakub Poruba, Véra Ferdianova

Abstrakt

Pied 220 lety vydal Gaspard Monge svou
Géométrie descriptive, kterda byla po
dlouhych patnact let vojenskym tajemstvim.
Diky tomu je povazovan za otce deskriptivni
geometrie, vynikal vSak také v dalSich
oblastech matematiky. Cilem ¢lanku je
poukazat na jeho osobu a piedstavit modely,
které byly v ramci uziti Mongeova promitani
vytvofeny. Modely je mozno vytvofit v
,domdcich podminkéch“ jen diky znalosti
Mongeova promitani a GeoGebry.

Kracové slova: Gaspard Monge, Mongeovo
promitani, modely

1 Gaspard Monge!

Abstract

220 years ago, Gaspard Monge published his
Géométrie descriptive, which was a military
secret for 15 years. Thus he is considered to
be a father of Descriptive geometry,
however, he excelled also in other areas of
mathematics. The aim of this article is to
point out his personality and introduce
models that were created within the use of
Monge projection. Models can be created in
,home conditions*, only with knowledge of
Monge projection itself and GeoGebra.

Keywords: Gaspard Monge, Monge
projection, models

Gaspard Monge se narodil 10. Kvétna 1746 jako prvorozeny syn do rodiny malého obchodnika
v burgundském mésté Beaune. V détstvi vyrustal se svymi bratry Luisem a Jeanem, a i pfesto,
ze pochazeli z pomérné skromnych pomérl, rodi¢e se snazili syniim ziskat dobré vzdélani.
Monge nejprve studoval Skolu oratoristi, kterd se nachazela v rodném mésté. Uz tehdy jej
ucitelé oznacili za ,,zlat¢ho zdka“ a vynikal svou pili a intelektem. Ve Ctrnacti letech
zkonstruoval pozarni stiikacku, pfi¢emz jeho nevsednich vysledkt si v§imli Oratoristé z Lyonu,
kteti mu nabidli misto profesora fyziky v jeho 16 letech. Béhem letnich prazdnin roku 1764
vytvaii mapu mésta Beaune (Obr. 1) pomoci ,,ortogonalni projekce®, jenZ je ulozena v archivu

méstské Mongeovée knihovné v Beaune.

! Tato ¢ast byla sepsana z nasledujicih zdrojt [1], [2], [3].
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N
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Obr. 1. Mapa Beaune [4]
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B¢hem jeho kratkého ptisobeni v Lyonu dostava dopis od otce, ktery ho informoval, Ze rodinny
piitel ho doporu¢il ke studiu na Zenijni $kole v Mézierés. Zenijni §kola v Mézierés byla
diistojnické Skola pro mladiky, ktefi m¢li Slechticky ptivod. V ramci této skoly bylo ztizeno
niz§i odde€leni pro chudsi zaky, do kterého byl Monge piijat. Hanlivé mélo toto oddéleni
prezdivku ,,zednickd 1zice®, jelikoz povinnosti zakd bylo vytvaieni sadrovych modeld pro
takticka cviceni vys$siho oddéleni. Monge v ramci této prace mohl rozvijet Svou geometrickou
predstavivost a vymyslel vlastni grafickou metodu, kterda mu urychlovala a zdokonalovala
projektovani d¢€l, jenz nazval ,,géométrie descriptive®. Zajimavosti je, ze se tato metoda stala
vojenskym tajemstvim a byla vyucovana pouze ustn¢ ve Skole v Mézierés. Vice jak 15 let
nesmélo byt nic zvetfejnéno a oficialné publikovano. Gaspard Monge se stava v roce 1765
repetitorem a tfi roky poté je jmenovan profesorem matematiky.

V roce 1777 se zeni s Catherine Huartovou, jenz pochazela z kovaiské rodiny, takze Monge
zacal rozvijet své znalosti z metalurgie. Do roku 1784 na Skole v Mézierés vyucoval
matematiku a fyziku. Skola kazdoroéné vycvicila asi 20 vojenskych inzenyri se specializaci na
opevnéni. V dané dobé& pracuje i na védeckych pracich z diferencidlni geometrie, varia¢niho
poCtu a dalSich, které prezentuje na pudé francouzské akademie véd (vice viz. D¢&jiny
matematiky). Pfesouva se do Patize, kde je povéten vedenim katedry hydrauliky v Louvre
a stava se ucitelem namoinich kadet. Stidle vSak nemulze pisemné shrnout své poznatky
z deskriptivni geometrie. Pfichod velké francouzské revoluce (1789) poznamenal mnoho Zivotl
a zménil osudy mnoha lidi. Monge byl nadSenec a ptiklonil se na stranu revolty. Nésledné byl
v roce 1792 jmenovan ministrem namotnictvi, ale v néasledujicim roce podava demisi, ktera
byla ptijata az o dva mésice pozdéji. Po kratké odmlce jej s dalSimi odborniky povolavaji jako
tfeditel ozbrojeni a zdsobovani. Ve dne fesi problematiku zasobovani a po nocich se vénuje své
praci o vyrob¢ oceli a d¢l, jelikoz vyuziva svych znalosti z metalurgie. Za vlady Robespierra
byl Monge zbaven své funkce a musel utéci z Patize, jelikoz mu hrozilo vézeni na zédklad€ udani
jeho domovnika.

Po padu Robespierrovy krutovlady bylo cilem obnovit Skolstvi, jelikoz vétSina Skol byla
uzaviena, ucitelé popraveni. Dekretem z 30. 10. 1794 byla zfizena Ecole Normale v Pafizi, jez
meéla za ukol vysSkolit uditele. V lednul795 Monge poprvé muze vyucovat deskriptivni
geometrii.

Obr. 2. G. Monge - studentska skica z hodiny [5]
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Na pielomu roku 1799/1800 publikuje Géométrie descriptive, jenz je shrnutim jeho
stenografickych prednasek. Kniha je jedine¢na a mimotadna svého druhu, ktera je rozd€lena do
peti nenadepsanych casti na 132 strandch. Soucasti je obrazova a tabulkova ptiloha na dalSich
25 stranach. Prvni ¢ast popisuje ulohy a metody deskriptivni geometrie, nasledn¢ Monge fesi
elementarni polohové a metrické tulohy v promitani na dvé primétny. Druhd ¢ast je zaméfena
predevsim na konstrukce te¢nych rovin a normal oblych ploch, apod. Tieti ¢ast obsahuje fezy
téles a priniky oblych ploch. Ve ctvrté casti poukazuje na aplikacni vyuziti (vojenské,
kamenické, tesatské a topografické problémy). Posledni ¢ast se zamétuje na kiivky a plochy
s dvoji kiivosti. V zavéru autor uvadi Gvahy a konstrukce na zborcenych plochéch, jeden
prakticky piiklad z kamenotfezu a médirytectvi. Prvni Ctyfi ¢asti jsou dle Mongea vhodné pro
zaky vsech strednich Skol od 12 let, posledni, pata pro studenty vyssich skol. Jeden z ptepist
této knihy digitalizovala spolecnost Google na University of Michigan a naptiklad v roce 1996
bylo prvni vydani k dispozici v aukéni sini. Svého anglického piekladu se jiz kniha dockala
v roce 1809 a nasledné existuji pfeklady v némcing, ital§tin€, rustin€ a Spanélsting.

A

Obr. 3. Hrobka G. Monge na paiizském hibitové Pére-Lachaise

Ve stejné dobé jako Ecole Normale vznika dalsi vyznamna instituce a to Ecole Polytechnique
(Ecole Centrale des Travaux Publics 1794), kde jednim ze zakladatelt je i samotny Monge.
Skola byla primarné zaméfena na oblasti matematiky, fyziky a chemie. Studenti byli pfijimani
na zaklad¢ védomostnich kritérii a ne na zaklade¢ ptivodu. Tato univerzita je jednou z nejlepsich
univerzit v soucasné Evropé€ a jeji slava je srovnatelna s americkou MIT. Z této instituce tfi
absolventi ziskali Nobelovu cenu a studovala ji fada vyznamnych osobnosti (Poncelet,
Lagrange, ad.). Monge se velmi pratelil s Napoleonem Bonaparte, které¢ho znal jeste z dob, kdy
byl ministrem namoftnictva. Bonaparte nezapomenul na vielé ptijeti od Mongea a proto jej
povefil 1 nékterymi z Gkold nebo spolurealizovali vypravu do Egypta, ze které co 10 dni byli
zasilany zapisky (Monge poprvé osvétlil fata Morganu). V ramci svého pisobeni mél Monge
dostate¢né piijmy, takze naptiklad ¢ast svého platu vénoval na podporu chudych studentii na
Ecole polytechnique. Po nastupu Bourbonti mu byli sebrany profesorské tituly a na piikaz
Ludvika XVIII nebyl ptijat do nové Akademie véd. Dne 18. 3. 1818 umira v soukromi. Jelikoz
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studentiim bylo pfisn¢ zakdzano navstivit jeho pohieb, pfi nejblizsi pfilezitosti v tajnosti
polozili na jeho hrob dubovou vétev a vaviinovy vénec.

Jedno z prvnich pojednani v angli¢tiné (A Treatise on Descriptive Geometry, 1821)
0 deskriptivni geometrii zajistil Mongeho zak, Claude Crozet, ktery ziskané védomosti sepsal
a vyucoval v USA na nové zalozené vojenské Skole West Point. Pfimo v tivodu autor uvadi
podékovani a upfesiiuje, Ze metoda neni nova, ale byla objevena francouzskym matematikem
Gasparem Mongem. Kniha v anglickych zemich byla dlouho opomijena a Britové misto toho
vyuzivali jiné knihy o ortogonalni projekci. Napiiklad Peter Nicholson se oznacoval za
architekta a matematika, je pozoruhodné, jak popsal promitani ve své knize Treatise on stone-
cutting (1828) nebo Treatise on Projection (1840). Britové tuto techniku pojmenovali jako
,,British system of orthographic projection®. Zajimavé je, ze promitani bylo nékolikrat znova
publikovano v dilech Binse a Bradleyho bez odkazu na ptivodni autory.

. Crozet) [6]

Obr. 5. Ukéazka z knihy A popular and practical treatise on masonry and stone-cutting
(P. Nicholson) [7]
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2 Historické modely pro Mongeovo promitani

Jedny z prvnich modelt pro Mongeovo promitani vytvofil francouzsky ucitel M. Jullien, ktery
pusobil na Lycee Sainte-Bartie v Patizi. V rdmci své ¢innosti napsal u¢ebnici Cours ¢lémentaire
de géométrie descriptive (teti vydani je k dispozici na Google Books), ke které vytvofil sérii
modell. Jednalo se o modern didaktickou pomticku, kterd pted¢ila svou dobu. K dispozici bylo
30 modelt s ptiruckou ve dievéné truhle, jenz byla vypolstrovana rizovym a bézovym saténem.
Ptimka v prostoru byla zobrazena pomoci stuzky, jednotlivé modely byly upevnény ve specialni
L-kové konstrukci. Jullienovy modely v roce 1873 ziskali prestizni ocenéni na védecké vystave
ve Vidni.

Obr. 6. Modely M. Jullien, [8]

V roce 1893 si ucitelé mohli zakoupit specialni box s 12 zakladnimi modely pro Mongeovo
promitani od Thomase Jonese, ktery se jmenuje Descriptive Geometry Models for the use of
students in schools and colleges. Modely byly vytvotfeny z tvrdého papiru a ptimky v prostoru
byli z provazku, v boxu se nachézely i specialni kovové L-kové profily, ktery model fixovali

pod pravym uhlem. Zajimavosti je, ze vyukové modely staly é net, [10].

Obr. 7. Modely T. Jones, [9]
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3 Princip Mongeova promitani a tvorba modeli?

Mongeovo promitani pracuje se dvéma pohledy na zobrazovany objekt — shora (ptdorys)
a zeptedu (narys). Je definovano jako pravouhlé (rovnobézné) promitani na dvé navzijem
k sobé kolmé primétny — pudorysnu a narysnu. Jedna se o zobrazeni, které jednoznacné
transformuje trojrozmérny objekt na dvourozmérny nakres v podob¢ sdruzeného pudorysu
anarysu. To znamena, ze kazdy vzor v prostoru ma jednoznacné ptifazeny obraz v roving. Diky
tomu je mozno feSit ulohy tykajici se trojrozmérnych tvara, velikosti a vzajemné polohy
Vv roviné pomérné jednoduse, avSak na ukor dobré nazornosti, protoze je obcas slozité umét se
zorientovat ve dvou pohledech na jeden objekt. V zékladu pracuje se ¢tyfmi geometrickymi
prvky - bodem, pfimkou, kiivkou a rovinou. Dale zejména vyuziva nasledujici konstrukéni
postupy - zobrazeni ptimky, bodu, roviny, kiivky, hlavnia spadové pfimky roviny, prasecnice
dvou rovin, prusecik ptfimky a roviny, osova afinita a otaceni, kolineace.

Jak je zminéno vyse, Mongeovo promitani se mize potykat s horsi ndzornosti, proto jsme se
rozhodli vytvofit sadu trojrozmérnych modelt k praktické demonstraci zékladnich uloh.
V prvni fazi byly vytvofeny zejména zakladni ulohy, v druhé fazi poté télesa a jejich tezy
(vybrand hranaté a obla télesa véetné platonskych i archimédovskych). Tyto modely a fezy byly
vytvofeny v programu GeoGebra a nasledné exportovany do programu LATEX. Protoze
obsahuji 1 papirovy 3D model, byly nasledujici tlohy vytvoteny tak, aby z dvodu ndzornosti
spliiovaly tato kritéria:

* body téles lezi v 1. kvadrantu,

* télesa musi byt v ramci zobrazovani co nejvice viditelné,

* télesa musi mit vhodné zvolenou polohu k zobrazeni.

Konstrukce modelu jako takového vyzaduje nékolik krokt, u nichz je hlavnim pfedpokladem
samotna znalost Mongeova promitani, bez néjz by modely neslo sestrojit. Dale je také nutno
uvédomit si, kolik Casti na model potfebujeme (minimalné¢ dvé - samotny rys a ,,vlep*
zobrazujici redlnou situaci, s rostouci slozitosti uloh vSak pocet ¢asti roste).

Tvorbu modelu zaéneme samotnym vytvofenim rysu podle zadani a pravidel Mongeova
promitani. Ten slouZi jako ,,podklad®, do které¢ho dale ptfidavame zobrazované objekty ve
skutecné velikosti. Dale zalezi na typu Ulohy. Jedna-li se o zobrazeni geometrického ttvaru
(v jakékoliv podobé¢), je nutno vytvofit sit’ daného télesa s vyuzitim sklopeni pozadovanych
rozmérd do pudorysny €i narysny, abychom ziskali skute¢nou velikost dané¢ho tvaru. Jestlize
v uloze pracujeme s rovinami, je dale nutno vytvoftit skutecnou velikost ¢asti dané roviny. Tato
kolma projekce na dvé kolmé roviny, sta¢i ndm k této konstruci vyuzit vlastnosti Pythagorovy
veéty. Provadi se tedy nasledovné:

Ke zjisténi skute¢né velikosti ¢asti roviny vyuZzijeme jeji spadovou piimku. Nejdiive musime
zjistit jeji skutecnou velikost, resp. skuteCnou velikost Casti spadové piimky. Tu zjistime
vyuzitim Pythagorovy véty (viz obr. 8 a 9). Useky OL a DM budou odvésny. Bod M ziskame
oto¢enim bodu L na zakladnici z pidorysné stopy roviny. V trojuhelniku OLM piedstavuje
usecka OM, kterd je preponou trojihelniku, danou skutecnou velikost vymezené ¢asti spadové
piimky, kterou vymezuji stopy roviny.

2 Tato &ast byla vytvoiena na zakladé [11], [12].
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Cast roviny potom zobrazime tak, Ze na usec¢ku, jejiz délka odpovida délce paidorysné stopy,
naneseme od krajniho bodu tsecky (v tomto ptipad¢ z jeji pravé strany) vzdalenost bodu L.
Timto bodem vedeme kolmici k vySe zminéné isecce a na tuto kolmici od bodu L naneseme
useCku DM. Zvolenym pocatkem usecky a bodem D prolozime tsecku o délce odpovidajici
délce narysné stopy. Tim vznikne pozadovana ,,skute¢nd® ¢ast roviny. Nakonec dorysujeme
znacky pro vlepeni. Analogicky na rovinu pfeneseme i potiebné body.

Obr. 8. Zjisténi skuteéné velikosti ¢asti roviny

Obr. 9. Zjisténi skutecné velikosti ¢asti roviny — rovinny vilep

Pokud v pfislusné roviné potfebujeme vytvofit uréité ,,vyfezy*, napt. znazornujici fez télesa,
pak je do této roviny pienesene opét s vyuzitim sklopeni do plidorysny ¢i naraysny.
V poslednim kroku vytvotime ,,vlepové znacky* jak v rysu, tak v ¢astech, které budeme do rysu
vlepovat. Potiebné ¢asti vytiskneme, vytizneme a slepime dohromady. Konkrétni postup tvorby
modela (I se struénym popisem konstrukce) zobrazuji nasledujici dvé tlohy, na konci ¢lanku
jsou piilozeny vyrysované ¢asti, z nichz se model sklada.
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3.1 Zobrazeni pravidelného ¢tyfsténu

Zobrazte pravidelny ctyrsten ABCD, ktery lezi podstavou v rovinée p(7,6,6), jsou-li dany body
podstavy A = [0;5;?], C = [-1,5;2;5,7]. Polohu bodit B a D zvolte tak, aby platilo, ze xc < Xa
alp>1c.

Obr. 10. Zobrazeni ¢tyfsténu

e Postup zobrazeni podstavy

Vyuzijeme principy konstrukce zakladnich prvki; nejdiive pomoci hlavni piimky I. osnovy
nalezneme narysny prumét 4> bodu 4 a pidorysny obraz Ci bodu C. Dale vyuzijeme otaceni
a osové afinity. Oto¢enim zjistime polohu 4o, Co. V dalS$im kroku musime vyrysovat podstavu
Ctyfsténu ve skutecné velikosti. Protoze jiz zndme skute¢nou velikost strany AC a vzhledem
k tomu, Ze pravidelny Ctyfstén tvoii ¢tyfi rovnostranné trojuhelniky, nalezneme obraz bodu Bo
pomoci kruznic k, [ s ohledem na stanovenou podminku. Nakonec otofenim nalezneme
v ptdorysné polohu ptidorysného obrazu bodu B1 a pomoci hlavni pfimky I. osnovy a ordinaly
nalezneme sdruzeny pramét B,. Nakonec nalezneme stied podstavy, ktery je zaroven 1 t€zistém,
a oznaCime 7.
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e Zobrazeni vySky ¢tyFsténu

Protoze podstava lezi v rovin¢ p a je to pravidelny ¢tyistén, bude vrchol D lezet na piimce p,
ktera zaroven prochazi bodem 7 podstavy a je kolma na rovinu. Vysku pravidelného Ctyfsténu
zjistime tak, ze ve sklopeném obrazu podstavy sestrojime kolmici na osu strany podstavy (napf.
AoBo), kterd prochazi sttedem podstavy, bodem 7o. V dalsim kroku sestrojime kruznici se
sttedem v Co o poloméru délky hrany. Ziskdme bod Dy a velikost tsecky DoTy predstavuje
vysku tohoto Ctyfsténu. V poslednim kroku sklopime pfimku a naneseme na ni velikost [Do70|
od sklopeného bodu 7. Poté zobrazime ziskany bod D, ve sklopeni do ptidorysu a narysu.

e Viditelnost

Spojenim vrcholli ziskame Ctyfstén. Na zaklad¢é pravidel pro viditelnost nebude viditelny
pudorysny obraz hrany 4181, v narysu pak obraz hrany B2C».

e Tvorba modelu a jeho sestaveni

Rysy a vlepy na sestaveni modelu se nachéazeji v ptiloze (1A, 1B a 1C). Do rysu vlepime na
pfislusnd mista rovinu s vyfiznutymi Sedé¢ ohraniCenymi Utvary a na ni vlepime do hnédé¢
ohraniceného prostoru Ctyfstén. Sit’ Ctyi'sténu sestrojime s vyuZitém oto¢eného obrazu strany.

Obr. 11. Model ¢tyisténu Obr. 12. Model fezu komolého ¢étyfsténu

3.2 Rez komolym &ty¥sténem

Sestrojte rez komolym ctyrstenem rovinou o(—3; 3; 2), kdyz podstava pravidelného ctyrstenu
lezi v pudorysné a zname souradnice vrcholu pravidelného ctyrstenu A =[2; 2; 0], B=[8; 2; 0].
Plati, Ze y4 < yc < ys. Mira odseknuti je % .

e Sestrojeni komolého ¢tyisténu

Vyuzijeme znalosti konstrukce zakladnich prvki; diky tomu, Ze podstava lezi v piidorysné,
zobrazi se hrana Ctyi'sténu ve skute¢né velikosti.
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e Rez komolého étyFsténu

Viz ptedchazejici ulohy; opét budeme prokladat hrany rovinami kolmymi k nékteré ze
zobrazovacich rovin a nalezneme body fezu jako pruseciky dané hrany a priiseCnice roviny fezu
s prokladanou rovinou.

e Viditelnost

Podle pravidel viditelnosti nebudou viditelné¢ hrany v nérysu ve stén¢ A2B2D2 fidiciho
Ctyfsténu a v ptidorysu potom nebude viditelna pfedni sténa.

e Tvorba modelu a jeho sestaveni

Rysy a vlepy na sestaveni modelu se nachazeji v ptiloze (2A , 2B a 2C). Do rysu vlozime na
pudorysny obraz komolého Ctyfsténu sestaveny model a nakonec pfilepime na ptislusnd mista
vyfezanou rovinu fezu vcetné vytiznutého zelené vyznaceného fezu. Sit’ komolého Ctyfsténu
sestrojime s vyuzitim ptidorysného obrazu komolého ¢tyfsténu.

Dy

13y

£1,2

LA

Obr. 13. Zobrazeni fezu komolého ¢tyfsténu
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Zavér

Mongeovo promitani je i v dnesni dobé¢ stale aktudlni, nebot” se potadd vyucuje na gymnaziich,
sttednich pramyslovych $kolach a vysokych $kolach. Nami piedstavené modely mohou mit
dvoji funkci — jednak mohou poslouzit jako nazornd demonstrace zobrazovaného problému, ale
také diky tomu, Ze vSechny soucasti jsou vyrysovany a zobrazeny ve skutecné velikosti, mohou
poslouzit jako kontrolni prvek pro ovéfeni spravnosti rysu — pokud je rys spravny, pak do néj
musi ,,pasovat® vlepy modelt.

5

Podékovani

Clanek byl podpoien z projektu SGS01/PiF/2018-2019 Numbers, Geometry and Physics.
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PRILOHA 1A
ZOBRAZENI CTYRSTENU - RYS
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PRILOHA 1B
ZOBRAZENI CTYRSTENU - RYS — ROVINA VLEPU

PRILOHA 1C
SiT CTYRSTENU
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PRILOHA 2A
REZ KOMOLEHO CTYRSTENU - RYS

]
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PRILOHA 2B

REZ KOMOLYM CTYRSTENEM — ROVINA REZU

|
PRILOHA 2C
SiT KOMOLEHO CTYRSTENU
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From the triangle to tetrahedrons, simplices
and polytopes

Gunter Weiss

Abstrakt

Zovseobecnenim mnohostenov do vyssich
dimenzii st polytopy, tak ako st mnohosteny
zovseobecnenim  mnohouholnikov  do
trojrozmerného priestoru. Analdgia
Specifickych vlastnosti trojuholnikov (pozri
[9]), aplikovana na Stvorsteny a simplexy vo
vys$ich  dimenziach poskytuje  bohaty
priestor na §tidium a mnozstvo otvorenych
otazok. Tento ¢lanok chce ukazat' niektoré
aspekty elementarnej geometrie Stvorstenov
a simplexov, preto v nom Stvorsteny so
zhodnymi stenami, nazyvané pravidelné
Stvorsteny, zohravaju podstatnu ulohu.

Kracové slova: stvorsten, simplex, stred
trojuholnika, pravidelny Stvorsten

Abstract

Polytopes are generalisations of polyhedrons
with respect to the dimension, the latter
generalising polygons to three dimensions.
Especially for tetrahedrons and simplices
translations of remarkable triangle properties
(see [9]) to higher dimensions provide a rich
playground for research and many open
questions. This article is an attempt to show
some aspects of elementary geometry of
tetrahedrons and simplices.  Thereby
tetrahedrons with congruent face triangles,
so-called equifaced tetrahedrons, will play
an outstanding role.

Keywords: terahedron, simplex, triangle
centre, equifaced tetrahedron

1 Introduction

Properties of polyhedrons or polytopes are either of projective geometric or of affine nature or
their proper place of action is a metric space. An example for a projective geometric property
IS a pair of perspective k-simplices, which reveal additional “remarkable points and lines”, c.f.
[14]. Examples of affine geometric properties are e.g. affine regularity or the centroid of a
(convex) polytope, understood as the set of its vertices or as a solid. The centroids of lower
dimensional “skins” of a polytope, e.g. of its edges or 2-faces, are e.g. metric properties.

Usually one connects planar faces to a polyhedron, but patches of minimal surfaces or of
hyperbolic paraboloids are possible, too. If the place of action is the 3D-Mdobius space, edges
and faces of a Mdbius-polyhedron would be circular arcs resp. spherical patches. Sets of such
polyhedrons occur e.g. in foam, see [11].

Here we focus on tetrahedrons and simplices in the usual sense with linear subspaces as faces,
and we translate some elementary geometric “remarkable concepts” of triangles, as collected
by Kimberling [9], to higher dimensions. For tetrahedrons it turns out that so-called equifaced
tetrahedrons play an outstanding role. The concept “equifaced” is a matter of the considered
metric. It might mean the equal content of d-faces of an n-polytope as well as similar or even
congruent d-faced polytopes in the sense of a Cayley-Klein geometry.
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2 Centroids connected with simplices

Definition 1: The “d-centroid” C,; of an n-simplex S,, € E™, (1 < d < n) is the centroid of all
d-faces S,;.

The centroid C, of the vertex set of S,, is an affine geometric remarkable point and, in the case
of an affine space as place of action, it always coincides with the centroid C, of S,,, a fact,
which is not true in e.g. elliptic or hyperbolic spaces.

Examples: For a triangle in E2, the centroid C; of its edges is a Euclidean geometric remarkable
point. The property C, = C;(= C,) characterises equilateral triangles.

For a tetrahedron S5 we get the centroid of vertices C, = C5, the centroid C; of edges, and the
centroid C, of faces. Coinciding centroids characterise equifaced tetrahedrons. Such
tetrahedrons have congruent acute face-triangles, see e.g. [6] and [2].

For a simplex S,, € E™ the d-centroids C4, (1< d < n), are Euclidean properties and can be
interpreted as “weighted centroids” of the point set of centroids C}_, of the (d — 1)-faces
Si_, © S,. Againyields, C, = C; = -- = C,, & S, is a regular simplex.

3 Altitude sets of simplices

Definition 2: The “d-altitude” of a simplex in a Euclidean n-space is the common normal of a
d-face and its opposite face; (d < n/2).

With this definition a triangle has a single set of 3 “0-altitudes” passing through the orthocentre
0,. That means, the O-altitudes of a triangle belong to a pencil of lines, their equations do not
have maximum rank.

A tetrahedron has four “0-altitudes”, which, in general, are generators of a special hyperboloid,
a so-called “trace-0-quadric”, see [8]. The midpoint M, of this hyperboloid acts as replacement
of an orthocentre O, and is called the 0-Monge-point of the tetrahedron. Furthermore, there are
three “1-altitudes”, the common normals of the three pairs of opposite edges of the tetrahedron.
Again these three 1-altitudes are, in general, skew and span a hyperboloid. Its midpoint M; then
can be defined as the “1-Monge-point” of the tetrahedron, see Fig. 1, Fig. 2 and [15].

Fig. 1. Top-view of a tetrahedron with its 0- and 1-altitudes h},
and hJ as well as its Monge points M,, M,, (general case)
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In Fig. 1 the construction of the Monge points makes use of the property of a hyperboloid ®
that, if one generator g is projecting, the others of the same regulus map to a pencil. Its vertex
Is image of a projecting generator f of the other regulus and f and g are opposite and parallel.
Therefore, the centre M of @ lays on the symmetry line between g andf. In Fig. 1 the point M,
is the intersection of three such lines (black dashed) after projecting two altitudes h?, h¥ in
direction of the third ht.

For tetrahedrons follows a first classification considering the behaviour of the 0-altitudes:

Type A: The O-altitudes of the tetrahedron belong to a regulus, the midpoint of which is
called Monge-point M,,.

Type B: There are two pairs of intersecting 0-altitudes. The Monge-point M, is the midpoint
of the segment of these intersection points. Such a tetrahedron is characterized by
having one pair of orthogonal opposite edges.

Type C: All four altitudes intersect in one point, the orthocentre O, = M,. Such a tetrahedron
is characterised by two pairs of orthogonal opposite edges. (The third pair then is
orthogonal, too.)

One might also ask for the conditions, when two (or all three) 1-altitudes are intersecting. It
turns out that the three 1-altitudes are independent, such that there exist tetrahedrons with

a) three skew 1-altitudes,
b) one pair of intersecting 1-altitudes,
c) one l-altitude intersects the other two in different points,

d) 1l-altitudes intersecting in one point. (These tetrahedrons are characterised as being
“equifaced”.)

’

Fig. 2. Top-view of tetrahedrons onto a plane parallel to one pair of
opposite edges. One 1-altitude h} is therefore projecting.
A Monge point M, exists in the cases a), ¢) and d).
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It is obvious, how to proceed in higher dimensions. A simplex in an n-dimensional Euclidean
n+ 1)

d+1

d-dimensional faces. There are essential differences between odd and even dimensional spaces.

In case of odd dimensionn = 2d + 1 there exist pairs of opposite d-faces, and therefore

space is the convex hull of n4+1 points. and has therefore (

%(Z i D d-altitudes, which are independent. In case of even dimension n = 2d
n+1 . n+1 . .
the (d + 1) d-faces are opposite to (d + 1)-faces and there are (d + 1) d-altitudes, which

are dependent. E.g. a “penteract”, a simplex in a 4-space, has five 0-altitudes, which are
dependent and define, in general, a 0-Monge-point M, as replacement for an orthocentre O,,.

Now there are (g) = 10 1-altitudes, which are dependent, too, and they define a 1-Monge-

point M;. “Dependent” means that, within the 10-dimensional Grassmann model space of lines,
the 10 1-altitudes only span a subspace.

4 Spheres connected with simplices

Definition 3: A “d-sphere” c, of a simplex in a Euclidean n-space E™ touches all subspaces
spanned by d-faces S, of S,,. The always existing 0-sphere ¢ is called ,,circum-(hyper)-sphere,
the (hyper)-spheres c,_; are called “in-(hyper)-spheres”. The centre Z; of each ¢4 is a
“remarkable point* of S,,.

The circumcentre Z, is the common point of (n ; 1) symmetry hyperplanes of pairs of vertices

of S,,, while incentres Z,,_ are intersections of the symmetry hyperplanes of pairs of hyperfaces
Sy, 1.e. they are common points of dihedral symmetry hyperplanes. In general, there are no d-
spheres and centres for 1 < d < n — 1, and their existence demands special properties of S,,.

We start with the triangle S, as example: It has a circumcircle ¢, with centre Z, and 4 incircles
ct, the centres Z! of which form a triangle plus its orthocentre. A tetrahedron S; has a
circumsphere ¢, with centre Z,, and 5+3=8 inspheres c!, whereby 3 inspheres degenerate for
equifaced tetrahedrons, see e.g. [2]. In general, there is no “edge sphere” c!, but if there exists
one edge sphere, so four additional ones, too. (A simple criterion for the existence uses the edge
lengths as sum of tangent distances. A consequence is that the incircles of the face triangles
touch each other. The edge spheres of a tetrahedron are also called “midspheres”, a concept,
which is not precise for higher dimensional simplices.) For a simplex S,,, n > 3, there always
exists one circum-hypersphere and n + 2 in-hyperspheres, but, similar as for tetrahedrons, there
might occur additional in-hyperspheres. In general, there are no d-spheres ¢, 1 <d <n-—1,
but if there exists one, so additional ones, too, and their centres Z); form special configurations.

5 The Euler line of simplices

Definition 4: The Euler line e,, of a simplex S,, € E™ connects the Monge point M,, (resp. the
orthocentre), the centroid C, = C,, and the circumcentre Z,. Thereby e,, € P; v e,ﬁ_l with e,’l_1
being the Euler line of the hyperface opposite to vertex P; of Sj,.
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On the Euler line of a triangle the points 0, C,, Z, define the well-known ratio R(0,, Cy, Z,) =
2:1. For asimplex S,, we get the ratio

R(M,,Cy,Zy) =2:(n—1), (1)

and within the planes P; v e,{_l there occur complete quadrilaterals with only rational ratios on
its sides, see the example S5 in Fig. 3.

Euler line

tetrahedro

Fig. 3. Euler line e of a tetrahedron and the complete quadrilateral
in the plane D V e, showing the ratio R(M,, Cy, Zy) = 1: 1

6 Midpoint altitudes and midpoint hyperplanes of a simplex

Even so there are further generalisations possible (and obvious) we restrict ourselves to a special
case of what shall be defined as midpoint altitude resp. midpoint hyperplane:

Definition 5: A “midpoint altitude” (m;-altitude) m passes through the midpoint of an edge
P; P, and is orthogonal to the opposite face S, \ {P P,}. The “midpoint hyper-plane” (m,-

hyperplane) y{k passes through the midpoint of an edge P; P, and is orthogonal to the opposite
face S, \ {P, P}

To define “midpoint subspaces” one had several possibilities according to the fact that the
midpoint of an edge is as well its centroid, circumcentre and incentre. Each of these remarkable
points of a d-face could act as midpoint in the sense of definition 5.

For a tetrahedron S5 it is well-known (see e.g. [Altschiller], [8] and [12]) that all six m;-

planes M{ have the Monge point M, in common. The planes ,ul are parallel to the symmetry
planes of the edges P,B,, which intersect in the circumcentre Z, of S;. Considering a
tetrahedron, which degenerates to a planar complete quadrangle, we find an interesting
connection to a well-known, elementary geometric theorem for complete quadrangles inscribed
to a circle, see e.g. [16] and Fig. 4:

“The midpoint altitudes of a quadrangle pass through a point M,, if, and only if, the quadrangle
is inscribed to a circle. Thereby, M, is symmetric to the circumcentre Z, with respect to the
centroid Cy.”
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Fig. 4. The six midpoint altitudes of a complete quadrangle,
which is inscribed to a circle, pass through a common point

For a tetrahedron we get three pairs of m, -altitudes m{k. The six m;-altitudes span at most a
linear complex. For an equifaced tetrahedron each of these pairs coincide with a 1-altitude. Fig.
5 shows the top-view of a tetrahedron, together with its m, -altitudes and the octahedron of their
feetpoints.

distance circle —%
Fig. 5. Top-view of a tetrahedron onto the face plane P, P, P5, together with
its m -altitudes m{" and the octahedron spanned by their feetpoints F{™
7 Isodynamic points of simplices
For a triangle S, = ABC in the Euclidean plane E? points {X} defined by the property
XA. BC = XB.CA = XC.AB ()

are called “isodynamic points“ of ABC. It is well-known that (2) has two points I, ] as solutions.
For their many interesting properties, see e.g. [18], [7] or [3]. In the list of remarkable triangle
centres of C. Kimberling they got the numbers X(15) and X(16), see [9].
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We repeat a few of these properties: Writing (2) as proportions makes it obvious that I, ] are
the common points of three Apollonoius circles over the sides of ABC passing through the
opposite vertex, see Fig. 6. As the Apollonoius circles intersect the sides in points harmonic to
the vertices, these three pairs of intersection points are vertices of a complete quadriateral,
which has ABC as its diagonal triangle. Therewith, I,] are the Bodenmiller points of that
quadrangle. While the Bodenmiller points of a quadrilateral can be imaginary or coinciding,
too, the, isodynamic points are always real, with the equilateral triangle as the only exception.
For equilateral triangles there exists only one, the inner, isodymamic point, and it coincides
with the centroid. On each side of ABC the pair of intersection points with the Apollonius
circles can also be received as feetpoints of the angle bisectors of the opposite angle to this side,
Fig. 6.

Fig. 6. A triangle with its Apollonius circles intersecting in its isodynamic points

A generalisation to higher dimensions might be possible in the following way:

Definition 6: Let SY, St be all pairs of complementary faces of a simplex S, = {P} in a
Euclidean space E™. Isodynamic points of S,, are points {I/;} with the property

dist(X,5}).vol(SY) = dist(X,5}).vol(5)), i #j e {1,..(" T )} 3)

For general simplices and for some dimensions d the set {/;} solving (3) might be empty.

Fig. 7. Symbolic figures for the two cases of isodynamic points
of a tetrahedron; left: X = I, (a) and right: X = I; (b)
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From Definition 6 follows for a tetrahedron S; = ABCD with pairs (a,a’), (b,b"), (c,c") of
opposite sides that there are two possibilities for sets of isodynamic points, (Fig. 7):

(@) XA. BCD = XB.CDA = XC.DAB = XD.ABC with solution set {I,}, and
(b) Xa.a' =Xb. b’ = Xc.c' =Xa'.a = Xb".b = Xc'.c with solution set {I,}.

Equifaced tetrahedrons have the centroid as their (only) “vertex isodynamic point” as well as
their (only) “edge isodynamic point”. For general tetrahedrons one can predict the number of
edge isodynamic points in case (b): To a pair (g, g’), of skew lines and a given distance ratio

Xg:Xg' = p:q the set of solutions {X} fulfils a quadric with (g, g") as reciprocal polar lines,
thus generalising the planar Apollonius circle. Therewith, we should intersect three of such
well-defined quadrics, what results in 8 common points counted in algebraic sense.

We refrain from a more detailed research on this surely interesting topic at this place.

8 Equifaced tetrahedrons and simplices

In the former chapters we mention that equifaced tetrahedrons play a special role among the set
of tetrahedrons. Here we use the concept “equifaced” meaning congruent faces of a polyhedron
or polytope in Euclidean sense.

An also common synonym for “equifaced tetrahedron” is “isosceles tetrahedron”, see [2]. As
there are tetrahedrons with one, two and three pairs of isosceles opposite edges, and three, four,
five and finally six isosceles edges, this concept is neither precise nor applicable to simplices
and polytopes in higher dimensions. In addition, the faces of an equifaced tetrahedron need not
be isosceles. There is a rich amount of references concerned with this type of special
tetrahedrons, see e.g. [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7], [10], [12], [13], and surely many more.

We list some of the well-known properties of equifaced tetrahedrons S3, see Fig. 8:
a) A necessary condition for their existence is that the face triangles are acute.
b) The edges of a general tetrahedron are diagonals of a parallelepiped, which, in case of
an equilateral tetrahedron, is a prism.
c) As aconsequence of b) follows that opposite edges have equal length.
d) Equifaced tetrahedrons are the only tetrahedrons with no Euler line, (the centroid
coincides with the circumcentre, Monge point, and edge orthocentre).

e) The centroid coincides also with an incentre and with the single isodynamic point of S5.

Obviously, the planes of the prism circumscribed to S5 are outer symmetry planes of dihedral
angles. Therefore, four vertices of that prism are incentres, the fifth is the midpoint C; of that
prism. As there are three pairs of parallel outer symmetry planes, there exist three ideal
intersection points as representants for three degenerated inspheres. One might also consider
Stellae Octangulae based on equifaced tetrahedrons, a theme of its own, which we must omit at
this place.
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net of S3

Fig. 8. Top-view and net of S5 (left) and axonometric view (right)

Equifaced simplices S,, € E™, n > 4, are regular, see e.g. [17]. They are no longer embeddable
into a polytope affinely related to a hypercube. To construct circumscribed parallelotopes
P4 (1<d<n/2) to a simplex S, one proceeds analogue to the construction of the
parallelepiped for tetrahedrons: For all pairs S4, S4 of opposite faces of S, construct their
centroids C¢, C4. Translate S} with vector €t — C¢, the translated S}’ and S} span the
hyperplane of one face of the circumscribed parallelotope P¢. Translate S} with vector C} «
¢}, then the translated 3}1' and S} span the hyperplane of the face parallel to the former one.
In Fig. 9 the situation is shown for a simplex S,.

Fig. 9. Principle of the construction of parallel hyperplanes spanned by
faces of a parallelotope, which is circumscribed to a simplex S,

A penteract S, has 5 vertices, 10 edges, 10 2-faces, 5 3-faces. The resulting parallelotope has
30 vertices and 10 pairs of parallel 3-faces, while a polytope affinely related to a hypercube has
only 16 vertices and 4 pairs of parallel 3-faces. For a simplex S5 < E® there exist two types of
circumscribed parallelotopes P2, PZ. As the 20 2-faces of Ss occur in opposite pairs, we still
receive only 10 pairs of parallel 4-faces of PZ, so again one notices differences between odd
and even dimensional cases.

9 Conclusion

The paper aims at drawing attention to videly neglected topics of polyhedrons and polytopes.
The shown elementary geometric approach looking for analogs of triangle centres for n-
simplices opens up for research aside mainstream treatment focussing on regular and
semiregular polytopes.The presented content is part of a lecture given at the 5th Slovak-Czech
Conference on Geometry and Graphics, September 9-12, 2019, Trencianske Teplice, Slovakia.
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Abstracts

M. Kmet'ova, R. Vagova: Visualization and correction of mental image

In this article, we provide a brief overview of changing the content of the term visualisation
and other related terms. Visualisation is an integral part of abstract thinking also in
mathematics and a necessary prerequisite for the creation of mental ideas. We observed the
process of mental image creation and its correction in one second-year high school student
after taking the subject matter from solid geometry in the form of a case study. We tried to
capture the details in her thinking as accurately as possible when solving a solid geometry
problem, first without tools and then using the GeoGebra applet and the so-called navigation
guide, which served to overcome difficulties in understanding the spatial representation of
the problem in the dynamic environment.

J. Poruba, V. Ferdianova: 220 years of Monge Géométrie descriptive

220 years ago, Gaspard Monge published his Géométrie descriptive, which was a military
secret for 15 years. Thus he is considered to be a father of Descriptive geometry, however,
he excelled in other areas of mathematics. The aim of this article is to point out his
personality and introduce models, that were created within the use of Monge projection.
These models can be created in ,home conditions" only with knowledge of Monge projection
itself and GeoGebra.

G. Weiss: From the triangle to tetrahedrons, simplices and polytopes

Polytopes are generalisations of polyhedrons with respect to the dimension, the latter
generalising polygons to three dimensions. Especially for tetrahedrons and simplices
translations of remarkable triangle properties (see [9]) to higher dimensions provide a rich
playground for research and many open questions. This article is an attempt to show some
aspects of elementary geometry of tetrahedrons and simplices. Thereby tetrahedrons with
congruent face triangles, so-called equifaced tetrahedrons, will play an outstanding role.
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